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Introduccioén

El 14 de diciembre de 1900, Max Planck (1858-1947) ley¢ el trabajo intitulado “La
teoria de la ley de distribuciones de energia del espectro normal”; en la reunion
Alemana de Fisica, este trabajo fue el origen de la fisica cuantica, y fue hasta un
cuarto de siglo después, cuando E. Schrodinger (1887-1961), W. K. Heisenberg
(1901- 1976), N. Bohr (1885-1962), L. V. De Boglie (1892-1976) y otros
desarrollaron la mecanica cuantica moderna.

La necesidad de establecer el estudio y comprension de la mecanica cuantica, se
manifiesta por las contradicciones sistematicas de las leyes de la mecanica clasica
que no concordaban con las observaciones de experimentales de algunos
fenomenos y la explicacion de estos conflictos solo se posibilitaba con la
aplicacion de las ideas de la mecanica cuantica.

Radiacion de Cuerpo Negro

La descripcion del movimiento de un cuerpo, esta dado por la mecanica clasica es
adecuada, siempre y cuando dicha velocidad no se aproxime a la velocidad de la
luz; en cuyo caso hay que aplicar la mecanica relativista.

Otra limitacién de la mecanica clasica, ocurre cuando se estudia la materia de
pequefias dimensiones, es decir, a nivel atdmico o subatdmico. Por ejemplo la
estructura nuclear o las particulas elementales, en donde es indispensable aplicar
para su estudio los conceptos de mecanica cuantica, en su versibn moderna
llamada teoria de campos cuanticos.

Alrededor de 1900 el concepto idealizado de un “cuerpo negro”, que corresponde
a un objeto que absorbe toda la radiacion de la luz ; De manera que el fisico
aleman Max Planck, disefio un experimento utilizando un pequefio orificio en la
superficie de una cavidad, que es calentada. En el proceso la luz emitida por el
orificio es bloqueada debido a que se clausura el orificio de dicha cavidad.
Implicitamente para construir el modelo que explique el comportamiento de la
radiacion del cuerpo negro, se concibe que la luz que emite la cavidad tiene un
comportamiento ondulatorio, por lo cual es razonable suponer que la luz emitida
corresponda a osciladores armoénicos, por lo cual para estos osciladores
corresponde una frecuencia dada. Este modelo es llamado “La ley de distribucion
de frecuencias de Rayleigh-Jeans.

De acuerdo con este modelo, el espectro de luz de la radiacion de cuerpo negro
tiene una distribucidon de energias dada por:



pidA=8 T kT (1)

En donde:

p, : Es la densidad de energia por unidad de longitud de onda de radiacion en d4

centrada en A.
T: Es la temperatura absoluta.

K: Constante de Boltzmann.

El modelo anterior describe el espectro de radiacion del cuerpo negro para
longitudes de onda grandes, pero no puede explicarlo para longitudes de onda
pequenas.

Tratando de resolver este problema tedrico, M. Planck realiza las siguientes
suposiciones:

a) Las oscilaciones en el cuerpo negro no emiten luz en forma continua, y solo
ocurre en el proceso de intercambio de sus amplitudes. Si la transicion ocurre de
una amplitud mayor amplitud a otra de amplitud menor, entonces resulta una
emision de luz. Si la transicidn ocurre de una menor amplitud a otra de mayor
amplitud, entonces resulta la absorcion de la luz en el oscilador.

b) Un oscilador puede emitir energia al campo de radiacion o absorber energia,
solo en unidades de energia llamadas cuanta teniendo una magnitud h v.

En donde:
h: Constante de Planck.
v: frecuencia del oscilador.

Las suposiciones anteriores conducen a Planck al siguiente relacion de
distribucion de energias para el cuerpo negro.
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Donde:

Ci=2mc?h.



h=66262x107" Js

k=1.3806 x107" =
K

c=2.9979 x10°
S
A : longitud de onda.
T: temperatura.
La luz se comporta como un paquete de ondas y un flujo de particulas, como se

observa, en los fendmenos de interferencia y difraccion. Por lo cual es necesario
introducir una masa efectiva para cualquier fotébn dada por la relacion:

m,=—- (3)
y un momento:

p="="" (4)
Los conceptos de L. Dé boglie de una longitud de onda asociada a un electron:

p- (5)
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De las relaciones anteriores se incorporan los modelos, para determinar el
momento y energia de los estados de los electrones en los atomos.

Los experimentos en donde se aplican estas ideas son entre otros:

a) Dispersion de fotones de Rayos X por medio de colisiones de electrones,
realizado por A. H. Compton (efecto Compton), en donde se verifica la naturaleza
dual de la luz.

b) Experimento de Davisson-Germer (1927), en el cual se observa el patrén de
difraccion, a partir de las interacciones de electrones de alta velocidad con la
estructura de un cristal.



c) El modelo atdmico de Bohr, en donde aplica las suposiciones de Planck,
consistentes con la idea de niveles discretos de energia, que describe en forma
precisa en el caso del Hidrégeno, sin embargo, en el caso de Helio solo lo hace en
forma aproximada.

El concepto de la dualidad onda y particula, resuelve el conflicto inicial de la
naturaleza de las particulas subatomicas. Puesto que en ambos casos
simplemente se manifiesta el comportamiento de la materia.

La descripcion anterior se representa en unidades discretas de energia, llamados
cuantos y dado por la relacién:

E=hv (6)

En particular N. Bohr propone que los niveles de energia de toda la materia son de
la misma forma.

En el caso del foton se asocia una onda electromagnética, en donde la amplitud
del campo electromagnético esta dada por la funcién: W (x,¢). Para cualquier
particula, en particular un fotdn o electron, tienen asociados una funcion de onda
v (x, t).

Funciones de onda

La intensidad de una onda es proporcional a el cuadrado de la amplitud de la
onda. La amplitud de la onda en el caso mas puede ser compleja, en cuyo caso la
intensidad es proporcional a la siguiente expresion:

W) = w (7)
En donde:
Y es el complejo conjugado de W

El significado fisico de la relacion (7), corresponde a la caracteristica cuantica de
la particula en la materia. La funcion de onda describe a su vez, la localizacion de
la particula en el espacio tiempo.

Max Born proporciona una interpretacién en términos de la funcion de onda, como
la probabilidad por unidad de longitud de encontrar la particula en un punto y
tiempo dado en el espacio.

Por lo tanto la probabilidad de encontrar la particula en una longitud dx, esta dada
por:

W W dx (8)
Dado que (7) es una funcién de probabilidad, se requiere que se aplique una regla
de normalizacion expresada de la forma:



}W*de=l (9)

En el caso mas general, para ¥ (x , y, z, t) y ¥ W dx dy dz, entonces, la
probabilidad de encontrar la particula en un elemento de volumen dv = dx dy dz,
esta dada por la expresion:

}}}‘P*‘Pdv=l (10)
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La ecuacion anterior, corresponde a una relacion de incertidumbre propia de la
mecanica cuantica, por lo tanto, en este caso se abandona el principio
deterministico de la mecanica clasica. En donde no se puede predecir con
absoluta exactitud, la trayectoria de la particula.

La ecuaciéon de Schrodinger

E. Schrodinger aprovecho los conceptos de la dualidad onda-particula de la
materia de L. Boglie (5), y la relacion de M. Planck (6), para definir la expresion de
la energia total de una particula, dada por:
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E=——4+V (11)

En la ecuacion anterior, m , es la masa en reposo de la particula, es decir, es una
expresion no-relativista.

La ecuacion en una dimension, en donde, se conjugan la teoria de L. Boglie y la
funcidn de onda, se denomina “La ecuacién de Schrodinger”, expresada
formalmente de la forma:

2 2
_h7 9 lp(x’t)+V‘P(x,t)=iha ‘P(x,t)

12
2m  9x’ ot (12)

En donde: 7 = 2h y es conocida como la constante de Dirac.
JT

(El termino i corresponde al hecho que W es una funcion de onda compleja).

E. Schrodinger desarrolla la ecuacion (12), debido a la caracteristica ondulatoria
de las particulas, es conveniente sefalar que dicha ecuacion, no derivable de
primeros principios, como seria el caso de la segunda ley de |. Newton, en la
mecanica clasica.



W. Heisenberg en 1925, desarrollo un modelo de algebra matricial para tratar en
forma alternativa los problemas que abordaba la ecuaciéon de Schrodinger. Es
decir, se aplicaban dos teorias matematicas diferentes, para resolver un mismo
problema fisico.

Principio de Incertidumbre

Otra consecuencia del concepto de dualidad onda-particula, en la materia
subatomica, corresponde al principio de incertidumbre de Heisenberg. Este
principio establece que dos cantidades en un sistema microscoépico, no pueden ser
medidas simultaneamente con precision “infinita”.

Por ejemplo, si se considera un electron. Su posicion x y su momento P son
conocidos solo con cierta precision. Ahora si Ax es la incertidumbre de su posicion
y AP es la incertidumbre de su momento, entonces se establece la relacion:

Ax AP=h (13)

Dado que h tiene un valor constante, entonces directamente de la relacién (13),
conocida como la relacion de incertidumbre de Heisenberg. Por ejemplo. Si Ax
tiende a ser pequeia, entonces como consecuencia AP tiende a aumentar. Por lo
cual si precisamos el valor de x, entonces perdemos informacion de P y viceversa.
Existen otras relaciones para expresar el principio de incertidumbre de
Heisenberg, por ejemplo:

AE At=h (14)

En donde:

E: Energia de la particula.

t: tiempo

Representacion matricial de Heisenberg

Considerando el operador M con una matriz que describe un sistema fisico, y en
donde a partir de sus eigenvalores podemos conocer los resultados esperados en

un experimento.

La ecuacidon de movimiento de Heisenberg esta dada por la expresion:

0-Llon] (15
ih



En donde:
Q: es una funcidén implicita del tiempo.
H: es el operador Hamiltoniano de energia.

Si 0 =0(t); entonces la relacion (15), se convierte en:

N (Y
Q—ih[Q,H]+ S (16)

Para un sistema con n grados de libertad. La evolucion del sistema fisico, esta
dado por las siguientes ecuaciones de movimiento:

R ) (17)

En donde:

L: es llamada la funcidn Lagrangiana, expresada por:

L=L(q1,q2 yeesdy 4y 59 ,...,qm,t) y (ql,q2 seesdy Gy 2G5 5es,, )ER”

Las ecuaciones de movimiento de las particulas, en la representacion
hamiltoniana, se expresa en la forma canonica :

0H . oH -
T -_p —— =g, 18
34, i Y P q, (18)

Notese la analogia formal con la formulacidén de la mecanica clasica hamiltoniana.

g,- denota las coordenadas generalizadas del sistema fisico.
P denota los momentos generalizados del sistema fisico.

La representacion de la mecanica cuantica de P. Dirac.

La notacidn de bra-ket que introduce P. Dirac en la formulacion de la mecanica
cuantica, unifica en una misma simbologia, la descripcion de las cantidades
observables y los operadores que operan en la mecanica matricial. Es decir, los
operadores actuando como matrices. Asi, como la descripcion que se lleva a cabo
en la mecanica ondulatoria.



A continuacion se realiza una breve introduccion de las propiedades y principios
basicos de los bra-ket.

Sea la representacion:

x=x'(1,0,0)+x2(0,1,0)+x%(0,0,1)
La expresion anterior se puede escribir, para vectores columna de la forma:

x! x! 0 0
R=|x*=[0]+|x*|+]|0 =x1‘1>+x2\2>+x3‘3>
X 0 0 x?

La notacion bra-ket de Dirac se basa en dos simbolos fundamentales:

a)bra: (x,

b) ket: x|

La aplicacion del bra-ket, consiste en unirlos para representar el producto interno
de dos vectores o dos funciones.

La operacion suma entre 2 kets, se define si ambos son del mismo tipo y se
denota, por:

W)+,
Cada ket puede ser multiplicado por una constante, cuyo cuadrado representa la

ocurrencia del estado representado por el ket, de manera tal que se pueden definir
las siguientes combinaciones:

a“l’,>+b“¥2>

La probabilidad de que en un experimento ocurra ¥; es: |a| 2y la probabilidad de
que en un experimento ocurra W; es: |b|?.

Cuando se suman dos o0 mas kets, resulta una superposicién de estados.

En la mecanica matricial se representa el producto interno de dos vectores x i y X i,
se simboliza este hecho, de la forma:

(x;

En el caso de cuando los vectores X, yR., son vectores ortogonales y

normalizados (vectores ortonormales), entonces el producto interno de los
vectores, es:

X

(N,

1

Nk>=§ik



En donde, J,, es la delta de Kronecker, que se define:

5 1 cuando i =k
00 cuando i=k

El bra asignado al vector, X, proporciona una representacion matricial como un
vector renglon. El ket asignado al vector, X,, proporciona la representacion

matricial de un vector columna.

A todo ket se le puede asignar un bra que es su dual correspondiente. Dado un
ket, podemos obtener su bra dual tomando el conjugado complejo del ket.

En notacidn bra-ket se aplica un operador O (matriz) que actua sobre un vector,
X, Y se expresa de la forma:

Ol R)
En mecanica ondulatoria, el operador es diferencial actuando sobre una funcion de
onda ¥, que se denota de la forma:

0| %)
Utilizando la operacion del producto de un ket con un bra, resulta:

(W[ +] 0w,) = (w[0|w,) (19)
En mecanica ondulatoria, se establece la siguiente ecuacion de eigenvalores:

Ala)=ala) (20)
En donde: A es un operador y a es un eigenvalor.

Operador Hamiltoniano.
Un operador frecuente utilizado tanto en mecanica analitica (clasica) y mecanica
cuantica, corresponde al Hamiltoniano.
El operador hamiltoniano, se define:
H=T+V (21)
En donde:
H : es el operador Hamiltoniano.

T : es el operador de energia cinética.

V : es el operador de energia potencial.



En donde el operador cuantizado de la energia cinética, para una particula que se
mueve en la direccion x, esta dada por:

n o d?

) 2md x’ (22)

En el caso de una particula libre, la energia cinética esta dada por:

entonces:
p =2meE, (23)
Por lo tanto, aplicando operadores, resulta:
P!=2mT, (24)

Sustituyendo la expresion (22) en (24), resulta:

2 2 2
P’=2m _h d2 =-n’ d2 (25)
2mdx dx
Dado que:
P! =P P (26)

Por consistencia logica, entre la relacion (25) y (26), resulta:

P-—ind (27)
’ dx

Valores esperados

El valor esperado 6 valor promedio de una propiedad A, se le puede asociar su
correspondiente operador lineal 4. Considere a su vez, que a la coordenada x se
le asocia un operador x multiplicativo, entonces el valor esperado de x, esta
definido por la expresion:

2

(x) =j'x w (x, t] d x =}x W (x, £)W(x, t) dx (28)

Si: xW (x, z) =X lP(x, t), entonces la relacion (28), se expresa de la forma:



)= [ (5, 0) 5 (1 1) (29)

En mecanica cuantica se establece, que un operador representa una cantidad
fisica observable, que se obtiene de la forma:

<@=}W%&WdV (30)

En el caso de una dimension:

b

()= W (e0)d Weo)dx  (31)

En donde: W (x, t) es una funcion normalizada, que satisface la siguiente relacion:
2

b

[lw(xe)| dx=1 (32)
Operadores Hermitianos
En mecanica cuantica, a cualquier cantidad fisica se le puede asignar un operador
(posicion, velocidad, cantidad de movimiento lineal, energia, etc.). En particular la
ecuacion de Schroginger puede ser expresada, en términos del operador

Hamiltoniano.
Las operaciones que satisfacen los operadores Hamiltonianos, estan dadas por:

A A
a) Considere la suma y resta de los operadores 4 y B que operan sobre una
funcion f, de manera que se satisface:

(A-B)f=Af-Bf
b) Para el producto de operadores, resulta:
(AB)f=4(Bf)
c) El productor de un operador consigo mismo:

2

A =44



Operador lineal.

A4 es un operador lineal, siy solosi V k,, k, EC, se satisface:

A(k1f1+k2 f2)=k1Af1+k2Af2

Conmutacion de operadores

La conmutacién de los operadores ,21 y 23 se define:
[ A, B ] —AB-B A

Si: [ A,B | =0, significaque 4y B conmutan, en caso contrario no conmutan.

Sea A4 un operador lineal que representa a la propiedad fisica A, entonces el valor
probable (promedio) de A, esta dado por:

()= (9" (AW dV

Dado que A es un numero real, entonces se satisface:

Es decir:

[ 4 lpdV=[fLP* 4 WdV} =J"}‘(Z‘IJ)*dV (33)
El operador 4 ,que satisface la relacion (33), se conoce como operador Hermitiano.

La ecuacidon de Schroginger independiente del tiempo, puede expresarse como
una ecuaciéon que involucra operadores, de la forma:

I:_hZ d2

2 +V(x)]1p(x)=m(x) (34)

En donde el operador, esta dado por:



A 2 2
I h d

2md x* +V(x)

Entonces; el operador Hamiltoniano, para una particula en una dimensién se
puede escribir de la forma:

A

HW®(x)=EW(x) (35)

Para el caso tridimensional la ecuacion de Schroginger se puede escribir de la
forma:

2

H=-"" V47V (v, y,2) (36)
2m

Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 1. Existe una funcién de onda W, que depende del espacio y el tiempo,
que contiene la informacidon de un determinado sistema de particulas.

Postulado 2. A cada observable fisico (propiedad fisica medible), le corresponde
un operador lineal Hermitiano.

A continuacién se presenta una tabla de los operadores, que actuan en mecanica
cuantica.

Observable Operador
. X
- 7
P, ]%C:—zhi
Jx
P P =—inv
T : L
X T =_L a
* 2m 9 x*
T A
T=-—V
2m
V(x) IA/(X)
V(-x)yazat) IA/(x’y’Z)
E : i ;
H=-—V>+V(x,y,z)
2m




Postulado 3. Los unicos valores posibles, que pueden resultar de la medicion de
una propiedad fisica A, son los valores propios a, que aparecen como resultado

de la ecuacion de valores propios:
AW =a W, (37)

En donde A4 es el operador lineal Hermitiano.

A
Postulado 4. Las funciones propias de cada operador4 que represente a un
observable fisico forman un conjunto completo. Es decir la funcién de onda W para
cualquier estado se puede representar, como una superposicion de funciones
propias ortonormales {gi } para cualquier operador cuantico, es decir:

=3¢ g, (38)

Postulado 5. El valor promedio de la propiedad A de un sistema fisico, esta
descrito por la funcion de onda normalizada, dada por:

<@=fTﬂ4WdV=fﬂWde (39)

En donde: \IP\Z es la propiedad de encontrar al sistema A entre V' y V+AV.

Postulado 6. La ecuacion de Schroginger, corresponde a la funcion de onda W de
un sistema que evoluciona en el espacio y el tiempo, de acuerdo con la relacion:

AW=me (40)

A
En donde: H es el operador Hamiltoniano del sistema.
Un aspecto importante de la mecanica cuantica se relaciona con el principio de
incertidumbre de Heisenberg y como ya se menciono, se refiere a la posibilidad de
que dos observables fisicas, no puedan ser medidas simultaneamente.
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