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INTRODUCCION AL ELECTROMAGNETISMO.

Enrique Cantera del Rio

Introduccién
Fenomenologia eléctrica de los metales y definicion del campo eléctrico.

Componentes Intrinsecas de un campo vectorial: Teorema de Helmholtz. Caso de
campos electrostaticos y magnetostaticos.

Solucion general de la ecuacion de Poisson para el potencial electrostatico en un medio
dieléctrico.

Aplicacion al caso de un conductor el el campo creado por una distribucion de carga
externa.

Condiciones de frontera conductor-dieléctrico del campo estatico y forma integral de las
ecuaciones de Maxwell.

Corriente eléctrica.  Condiciones de contorno del campo en un cable conductor.

Interpretacion energética de los resultados.

El campo eléctrico en medios no conductores.
Visualizacion del campo magnético y fuerza de Lorentz.

Las ecuaciones de Maxwell para campos variables con el tiempo.

La fuerza de Lorentz en el contexto de campos variables con el tiempo.

Conservacion del impulso mecanico, del impulso angular y de la energia en un campo
electromagnético.

Potenciales del campo electromagnético.

Calculo vectorial y campo magnético. Fuerzas y momentos sobre un circuito.
Desarrollo multipolar de los potenciales estaticos eléctrico y magnético.
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Discontinuidades del campo electromagnético en medios lineales.
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Penetracion de una onda electromagnética en un metal en incidencia normal. Efecto
pelicular.

Insuficiencia del electromagnetismo clasico en situaciones fisicas que incluyen el
movimiento relativo de observadores.
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El electrén, la corriente de polarizacion y el principio de relatividad.

Electrodinamica relativista y espacio de Minkowski:

Energia potencial y relatividad especial.
Formalizacion de vectores y tensores en cualquier espacio vectorial. Generalizacion del
producto vectorial y del producto escalar.
El momento angular en relatividad.
El tensor densidad de energia/impulso. Controversia Abraham-Minkowski.
Invariantes asociados al campo electromagnético.
El campo electromagnético de una carga acelerada.

Variacion de la constante dieléctrica de un medio material con la frecuencia del campo
electromagnético.

Teoria de Drude del electroén libre.
El efecto Hall.
Rayos Catodicos y emision termoionica.

Campo gravitatorio versus campo eléctrico.

Nota sobre distribuciones de carga generalizadas.
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Introduccion

La naturaleza eléctrica de la materia es un concepto que ha ido evolucionando desde
tiempo inmemorial. La electrizacién por frotamiento del ambar fue conocido vy
documentado en tiempos de la Grecia clasica. De hecho la palabra griega para ambar
es “electron”. Por supuesto también eran conocidas las propiedades de los imanes
naturales. Hitos histéricos de progreso en el camino de la naturaleza eléctrica de la
materia fueron

1-El manejo de la botella de Leyden, el primer acumulador eléctrico, la distincion entre
carga positiva y carga negativa y la evidencia de la corriente eléctrica y la
conservacion de la carga.

2-Ley de Coulomb de la fuerza entre dos cargas eléctricas puntuales q,Q separadas
una distancia d: F=kqQ/d?; k es una constante dependiente del medio en el que estan
las cargas: aire, vacio, cristal... Dos cargas eléctricas puntuales se atraen si son de
signos contrarios y se repelen si son del mismo signo segun la ley del inverso del
cuadrado de la distancia entre ellas.

3-Las leyes de la electroquimica, en las que se muestra que la corriente eléctrica esta
intimamente relacionada con cambios de la naturaleza quimica de las materia.

4-Las leyes de Maxwell del campo electromagnético y su aplicacion a medios
materiales mediante los conceptos de corriente de conduccion, polarizacion y
magnetizacion.

5-La ley de Ohm vy la teoria de circuitos eléctricos.

6-El descubrimiento del electrén, las particulas alfa y el experimento de Rutherford que
establece la estructura eléctrica interna de los atomos.

Un duro trabajo de experimentacién y abstraccion conceptual de varios siglos del que
sin duda somos beneficiarios actualmente, tal vez incluso de modo inconsciente. Por
supuesto en todo momento los experimentos utilizaron metales tanto para acumular la
carga eléctrica como para conducir la corriente eléctrica.

Fenomenologia eléctrica de los metales y definicion del campo eléctrico en el
interior de un metal.

En quimica los metales son conocidos por la facilidad con que sus atomos ceden
electrones en las reacciones quimicas y tienden a formar iones de carga positiva en
disolucién. En un trozo de metal homogéneo tenemos una red de atomos iguales con
parte de sus electrones formando algo similar a un gas confinado solo por los limites
geométricos del volumen material. Como prueba de esto, tomemos un trozo de metal
que podemos acelerar, por ejemplo dejandolo caer desde cierta altura. Si hacemos
una medida de la diferencia de potencial eléctrico entre los extremos del metal en el
momento del impacto veremos que el sensor ofrece una medida no nula. La causa de
esto es que en el impacto los 4&tomos de la red metalica frenan muy rapidamente,
mientras que el gas eléctrico interacciona muy débilmente con los a&tomos de la red y
sigue moviéndose por inercia acumulandose en el extremo correspondiente del metal
sometido a impacto. Aparentemente, solo las fuerzas presentes en los limites fisicos
del material hacen que los electrones se mantengan en el interior del volumen
geométrico del metal. Esta es la hipdtesis clasica del electron libre en conductores. Si
se repite este experimento con materiales no conductores como plésticos el sensor no
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mide diferencia de potencial en el impacto. Por tanto un metal es una especie de
contenedor de gas eléctrico, gas que rebota en los limites fisicos del metal y con los
iones de la red cristalina (ver mas adelante seccion sobre teoria de Drude). El efecto
de un campo eléctrico en los metales es un concepto
fundamental de la teoria electromagnética conocido como
la Ley de Ohm. Se puede ilustrar la ley de Ohm facilmente
con recursos de la mecénica basica. Imaginemos un plano
inclinado como el de los problemas de mecéanica. Si una
particula cae por el plano sabemos que lo hace de forma
acelerada. Para una corriente de particulas, despreciando
la interaccién entre las propias particulas de corriente, el
movimiento serda también acelerado; lo cual puede
suponer una variacion espacial en la densidad de
corriente J=pv a medida que la corriente baja por el plano. Como veremos mas
adelante, la densidad de carga neta en volumen (no en superficie) en un cable que
conduce corriente es nula y por tanto la densidad de carga moévil o conductora p debe
ser constante de modo que compense en cada punto interno del cable conductor la
carga no conductora inmovil de la red atémica, distribuida uniformemente por todo el
metal. Esta densidad p de carga de conduccién constante se consigue, despreciando
interacciones entre particulas de la propia corriente, mediante choques aleatorios entre
las particulas de la corriente y particulas de la red atémica fija. En la analogia
mecanica del dibujo es como si hubiese obstaculos rigidamente unidos al plano y
distribuidos en su superficie y las particulas de corriente chocan aleatoriamente con
ellas. En estos choques las particulas pierden cierta cantidad de energia cinética que
se transforma en calor : vibraciones y aumento de la temperatura de la red atémica; lo
cual es una explicacion fisica del efecto Joule o calentamiento de cables conductores
de corrientes eléctricas. Desde este punto de vista existe una densidad de carga de
conduccion media <p> y una velocidad promedio <v> de las particulas que forman la
corriente, produciendo una densidad de corriente por unidad de volumen J=<p><v>y
una intensidad de corriente / tal que /=JS (S= &rea de la seccidn recta del conductor
perpendicular a la direccién de la corriente), constantes y relacionadas causalmente
con diferencia de potencial AV segun la Ley de Ohm. Desde el punto de vista
mecanico los choques se pueden modelar como una friccibn o rozamiento y la
velocidad constante <v> es un caso de velocidad terminal. En el electromagnetismo
clasico las corrientes eléctricas se tratan anadlogamente a corrientes de la mecanica de
fluidos: existe un campo de densidad p(x,y,zt) y un campo de velocidades v(x,y,z,t)
ambos sin discontinuidades esenciales (valores infinitos). En el nivel de molécula de
fluido o de particula cargada, el movimiento es aleatorio en general; pero es valido
tomar elementos de corriente que sean lo suficientemente pequefnos para utilizar el
calculo diferencial y los suficientemente grandes como para presentar unos valores
medios bien definidos y consistentes con campos continuos de densidad y velocidad.

La Ley de Ohm es consistente con nuestra analogia de modo que la diferencia de
potencial eléctrico AV es proporcional a la corriente y por definicion el campo eléctrico

en el interior del conductor verifica también una relacién de proporcionalidad con la
densidad de corriente en volumen. De este modo la -

definicion completa de campo eléctrico es: —  medio dielectrico no conductor

|
I

— medio conductor
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osea, para un medio no conductor como el vacio o el aire el campo es la proporcion
entre la fuerza sobre una carga Aq ,en reposo para el observador, tan pequefia como
queramos y el valor de la propia carga. Para un conductor el campo eléctrico es la
proporcién entre la densidad de corriente de conduccion J. y la conductividad ¢ de un
conductor también en reposo relativo al observador; ¢ varia con el metal especifico, la
temperatura y la presion; y como veremos también con la frecuencia en el caso de
corrientes alternas. Imaginemos ahora que un metal se introduce en una zona en la
que actia un campo eléctrico externo E que no varia con el tiempo. Segun la ley de
Ohm se produciran corrientes en el conductor y sabemos que estas corrientes generan
calor (efecto Joule). Desde luego el metal no generara calor de forma ilimitada y segun
la termodinamica y la experiencia, el conductor llegara a unas condiciones de equilibrio
en el que desaparecen toda corriente en el metal J=0; lo que segun la definicion
anterior significa que en el interior del metal tenemos E=0 en el equilibrio
termodindmico. En consonancia con esto, todo el volumen del metal se mantiene al
mismo potencial, es decir, no hay diferencia de potencial entre cualesquiera dos
puntos del metal, sean puntos interiores o superficiales. Este resultado es la base de
la jaula Faraday y significa que un campo eléctrico puede ser totalmente apantallado
en el interior de un conductor. Sin embargo la experiencia nos dice que debemos ser
mas sutiles en nuestros argumentos y distinguir entre el campo en el interior del
conductor y el campo en la superficie del conductor. En la superficie el campo puede
tener cierto valor no nulo y aun asi no producir una corriente eléctrica. Basta con que
la direccion del campo sea siempre perpendicular a la superficie. Si el campo
superficial no tiene una componente vectorial tangencial a dicha superficie, no puede
provocar ningun movimiento de cargas en la zona superficial y cualquier corriente
posible supone que los electrones saldrian fuera del metal. Pero en este punto
debemos recordar la existencia de las fuerzas internas que confinan el gas eléctrico
dentro del volumen del metal. Son estas fuerzas, que no son de tipo eléctrico sino
quimico, las que entran en juego cuando se llega al equilibrio termodinamico. Al
introducirlo en el campo y llegar al estado de equilibrio, el metal estara polarizado
debido a que los electrones se moveran inicialmente en la direccién opuesta al campo
externo. Dado que el estado de equilibrio el campo interno del conductor es nulo, la
densidad de carga neta interna es nula también, y la polarizacion afecta
exclusivamente a la zona superficial del conductor de modo que la redistribucion de los
electrones superficiales provoca una densidad superficial de carga. Evidentemente
esta densidad superficial de carga supone una modificacién del campo externo inicial
de modo que, en el equilibrio termodinamico, el campo final resultante sera
perpendicular a la superficie del metal aunque el campo inicial no lo fuese. Finalmente
podemos ver en la fisica del efecto fotoeléctrico la naturaleza cuantica de las fuerzas
que mantienen confinado el gas eléctrico. Precisamente este efecto supone la
extraccion de electrones superficiales en un metal mediante fotones. La explicacion
tedrica se basa en la conservacion de la energia y necesita incluir un término conocido
como ftrabajo de extraccion, que es la energia necesaria para superar las fuerzas
internas que mantienen a cada electrén de conduccion confinado en el metal.

Sin embargo de lo dicho, existe una importante limitacion a la Ley de Ohm en
conductores cuando actla un campo magnético externo conocida como Efecto Hall,
que se trata con mas detalle en una seccién posterior.
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El Teorema de Helmholtz. Fuentes de un campo vectorial. Caso de campos
electrostaticos y magnetostaticos.

El lenguaje materno de la teoria electromagnética, y de la fisica basica, es el célculo
vectorial y la honesta comprensién de esta teoria requiere el conocimiento y utilizacién
de este lenguaje. El analisis de campos vectoriales se basa en los conceptos de
integral de linea e integral de superficie y los conceptos asociados de divergencia y
rotacional de un campo. Una introduccién mas detallada al calculo vectorial se puede
ver en el trabajo sobre mecanica de fluidos y en el trabajo sobre la ecuaciéon de ondas.
Los conceptos de divergencia y rotacional son fundamentales también desde el punto
de vista fisico ya que estan directamente relacionados con las fuentes fisicas que
crean el campo, con la causa fisica del campo. Tiene por tanto ldégica desarrollar la
teoria del campo describiendo matematicamente primero sus fuentes y después
calculando dichos campos. Este desarrollo es el inverso del tradicional basado en la
evolucion histérica de los resultados experimentales, pero también es complementario
y se puede desarrollar completamente mediante la Iégica matematica. Un paso crucial
en este programa es el teorema de Helmholtz que da una férmula para cualquier
campo vectorial en términos de la divergencia y el rotacional de dicho campo,
introduciendo también la funcién potencial del campo. Veamos el teorema :

Cualquier campo vectorial en tres dimensiones que admita derivadas primeras sin
discontinuidades esenciales que tomen valores infinitos puede resolverse en el interior
de un volumen V dado como la suma de otros dos campos vectoriales. Uno de ellos es
un campo irrotacional y el otro es un campo solenoidal (de divergencia nula). El campo
vectorial puede o no ser funcion del tiempo.

Demostracion:
Utilizando la delta de Dirac & tal como vimos en el trabajo Sobre la ecuacion de ondas
podemos desarrollar un campo vectorial F(r,t) asi:

F(r.t)= j F(r\0)8(r —r')dv'

- - 1 F(r't

IR | = F(r,n=-—V| D,

5(}"—}")=——V2 — 4r v ‘r—r"
iy 4 ‘r_ r"

Donde el volumen V incluye el punto r de observacion del campo. De las identidades

vectoriales vistas en la seccion de analisis de campos del trabajo sobre mecanica de

fluidos y tomando como campo g el argumento del laplaciano anterior tenemos

F(r 1)

-

F(r t)

‘V r

Vg =V[Veg|-Vx[Vxg|m -42F (.0 = vjv dv' |~V x jv v

Segun las identidades vectoriales demostradas en el trabajo sobre mecanica de
fluidos, si a es un vector constante tenemos

—dV'

x(ga)=-axVe |=4zF(rn=v jF(r eV ——

dv' |+ Vx JF(r t)xV'
1o ""“

‘ r—r'
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El gradiente en coordenadas del observador (r) y en coordenadas primadas (r) de la
funcion ‘;—F , para unos puntos de derivacién r,r’ definidos genera vectores iguales y

opuestos. Siguiendo con las identidades vectoriales, pero ahora derivando en la
variable primada tenemos

Velgf)=FeVig+gVies
V(g f)=V'gx F+gVxf

F(r',1)

F(r 1) OF(r 1)
-] For

= VxF(r 1)
dv'|+Vx J.i
‘r r'

v ‘ r—r

dav'

' JV'

}: 47 F(r,)=V IV‘

r—r'

Utilizando el teorema de la divergencia y su expresion alternativa presentados en el
apéndice del trabajo sobre mecanica de fluidos tenemos

xdS'

47[F(rt) VJ.F(F D) odS'— ‘[M

con las siguientes definiciones de funciones potenciales escalar Q y vectorial I
tenemos

v+ J~V><F(r t)d, J-F(r ,1)

r—r‘ v ‘r—r‘

‘r—r

odS'

4719(;’0:.[V F(r t)d J-F(r ,1)

Vv ‘ r—r!

r—r! _ _ o
‘ = F(r,t)==-VQ(r,t) + VxI'(r,t)

VxF(r t)d, J~F(r ,1) <ds'

es evidente que el campo vectorial -vacr) tiene rotacional nulo y el campo vectorial

47T (r,t) = j

vxI(r1) tiene divergencia nula (campo solenoidal). El lector encontrara demostracion

de este mismo resultado para campos ondulatorios en la seccion Transformada de
Fourier de campos vectoriales del trabajo Sobre la ecuacion de ondas.

Repare el lector en la restriccion del teorema de Helmholtz a campos vectoriales de
tres dimensiones. Esto es consecuencia de la representacion de la funcién é mediante
el Laplaciano en tres dimensiones de la funcion 1//r-r] y supone que las conclusiones
obtenidas no son validas en general para campos vectoriales planos en dos
dimensiones que necesitan una

representacion adecuada de la | ECUACIONES DE MAXWELL PARA CAMPOS ESTATICOS

funcion & en el plano (ver flujos | Ley de Gauss VeE_L

bidimensionales en el trabajo sobre €

mecanica de fluidos). Ley de Faraday-Maxwell VxE=0
Conservacion flujo magnético VeB=0

Aplicamos ahora el teorema de | Ley de Ampére VxB=ul

Helmholtz ~al caso de campos |"Gonservacion de la carga Vel=0

eléctricos y magnéticos estaticos
independientes de la variable tiempo; cuyas fuentes estén descritas por las ecuaciones
de Maxwell para campos estaticos. Por el momento diremos que los valores &,u son
las constantes correspondientes al medio dieléctrico en el que estemos. Mas adelante
se dara una explicacién detallada sobre estas constantes. Los campos resultantes de
las ecuaciones anteriores son como sigue

P(r). 1 5 E(r) J. s E(r) :
E(r)——vj - dv +v ! ods VX jr = xdS'

B ol 120D ], Lo | B0
B(r)=—Vx lr_f o g‘ =

odS'

7' 1
xdS —”vl
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Estos resultados tienen ,como las ecuaciones de Maxwell de las que se deducen,
validez general; por supuesto en el contexto de campos estaticos. Sin embargo
debemos analizar mas profundamente el comportamiento de la carga eléctrica en
medios conductores. La existencia de densidades de carga por unidad de volumen es
una hipotesis basica en la teoria electromagnética de Maxwell. Pero estas densidades
solo son posibles fisicamente si la carga correspondiente no esta afectada por
corrientes de conduccion, es decir, si las cargas no corresponden a un gas eléctrico;
como veremos pronto. Note el lector que la forma habitual de cargar un conductor es
afadiendo o restando cargas al gas eléctrico en el que rige la ley de Ohm. Si de este
modo creamos una densidad en volumen de carga neta p, de la ecuacion de
conservacion de la carga en términos diferenciales tenemos 2 _y,7_, donde p, J
ot

representan la suma neta de los iones fijos de la red y la carga de conduccién. Pero
respecto a los iones fijos de la red es evidente que su densidad de corriente es nula

=0y solo puede haber aporte a la divergencia de parte de la densidad de corriente de
conduccion J,. Utilizando la ley de Ohm J.=¢cE y de la Ley de Gauss, que depende de

la densidad neta de carga p tenemos’ - - ¢ ¢ =
VeJ=VeE=2p=—"—+Zp=0= p(r,t)=p(rle ©
lo cual nos dice que la densidad neta de e e
carga en un medio conductor decrece exponencialmente con un tiempo caracteristico
&/ que para valores habituales de las constantes es del orden de 710" segundos. Por
tanto las densidades de carga en volumen de los iones fijos de la red de conduccién
se equilibran de modo practicamente instantdneo : p=p.+p—0. Pero si existe
inicialmente una carga neta en el conductor que no puede escapar del medio
conductor, entonces del principio de conservacién de la carga deducimos que la carga
neta solo puede acabar distribuida en la superficie del conductor. Note también el
lector que la introduccion de carga adicional en un conductor no se comporta como
seria de esperar de un gas, es decir, distribuyéndose uniformemente en todo el
volumen del gas eléctrico. Por tanto el campo asociado a una densidad de carga en
volumen corresponde siempre a un medio aislante o dieléctrico, no a un medio

conductor.

Finalmente, recordemos que en presencia de campos magnéticos externos el Efecto
Hall en conductores invalida la ley de Ohm y por tanto el resultado que hemos
encontrado. Mas adelante hay una seccién sobre el efecto Hall.

Después de lo expuesto, podemos interpretar el teorema de Helmholtz fisicamente
diciendo que el campo es la suma de dos componentes : una asociada a las
densidades de carga y de corriente en volumen y otra asociada a densidades de carga
y corriente en superficie. Veremos mas adelante como relacionar estas densidades de
carga en superficie con las correspondientes integrales de superficie del teorema de
Helmholtz. Las superficie que aparece en el teorema de Helmholtz es, desde el punto
de vista logico, la superficie limitante del volumen de integracion. Pero fisicamente
pueden ser un conjunto de superficies formada por una, o varias, superficies exteriores
y uno o varias superficies interiores. Para el caso de un sistema puramente dieléctrico,

1 . . s . .

Sobre conservacion de la masa ver trabajo de mecanica de fluidos. Masa y carga son valores escalares y
la ecuacion diferencial de conservacion es formalmente la misma. Suponemos la Ley de Gauss vélida en
condiciones dinamicas : p(x,y,z,t), esto se justificara mas adelante.



Introduccién al Electromagnetismo 9

sin componentes conductores, podemos reducir el problema a una Unica superficie
exterior que engloba todas las densidades de carga p y corriente J. Si es el caso que
esta superficie exterior estd muy alejada de las densidades de carga y corriente, la ley
previsible (newtoniana) de variaciéon de los campos estéaticos proporcional a la inversa
de la distancia al cuadrado entre observador y fuente 7/R° hace que las integrales de
superficie sean despreciables en el infinito (r—«~), de modo que tenemos

== [2D 4y | ; By =7xa=x [ L0

'
47rgv‘r_r‘ 4r ‘r r

donde los términos entre paréntesis corresponden a los potenciales clasicos eléctrico
® y magnético A respectivamente. Las férmulas integrales anteriores para los campos
eléctrico y magnético se suelen introducir en textos clasicos como resultados
experimentales directos : ley de Coulomb'y ley de Biot-Savart. Vemos de este modo la
equivalencia matemética de estos resultados con las leyes de Maxwell. Para el campo
eléctrico, un célculo de la divergencia nos lleva directamente a la ecuacion de Poisson

VeE(r)=—VeVp=-V ¢——jp( )v2| | Ip(r)472'§(r—r)dv:

V2¢ =— (ec. de Poisson)

pr)
&
Finalmente, consideremos ahora el conjunto de todos los campos F(r,t), incluyendo
campos que pueden variar en el tiempo y tanto elementos dieléctricos como metalicos,
tal que las integrales en la superficie exterior S’ del teorema de Helmholtz tienden a
cero cuando el volumen de integracidn tiende a infinito. Podemos obtener todos los
campos F de este conjunto eligiendo las funciones ver vixr Yy densidades

superficiales de carga libremente, siempre que se mantenga la restriccion de que la
integral de volumen extendida a todo el espacio esté definida y que la correspondiente
integral de superficie tienda a cero. Los campos eléctrico y magnético estaticos
independientes del tiempo estdn en el conjunto de campos descrito, pero no son los
unicos. Dentro del grupo también estan los campos electromagnéticos variables con el
tiempo confinados espacialmente en circuitos eléctricos o guias de onda; ya que en el
infinito el campo debido a estos sistemas es nulo. Para este conjunto de campos esta
justificado nombrar como fuentes del campo a las densidades superficiales de carga y
corriente y las funciones v« r.v'xF , relacionadas con las densidades volumétricas de

cargay corriente.

Solucién general de la ecuacion de Poisson para el potencial electrostatico en
un medio dieléctrico.

El teorema de Green es una consecuencia del teorema integral de la divergencia (ver
seccion matematica del trabajo de introduccion a la mecanica de fluidos y ver también
el trabajo sobre la ecuacion de ondas). Si tomamos funciones derivables ¢(x,y,z),
9(x,y,z) arbitrarias y definiendo la funcién vectorial A(x,y,z) a partir de ellas tenemos

A=gVg—gVp=VeA=¢V'g+VpeVg—VgeVp—gVip=gV’g— gV

IV o Ady :J. [¢V2g - gV2¢]dv = §Zo ds = f[aﬁVg - gV¢]0d§ (teoremade Green)



Introduccién al Electromagnetismo 10

Donde la superficie S corresponde a la/s superficie/s que limita/n el volumen de
integracion v. Elegimos las funciones ¢, g de la siguiente forma

V2¢ = —@ (ec. de Poisson)
£

——=Vg=48(r-r)

g=
47r‘r—r'

donde 6 es la funcion extendida delta de Dirac en tres dimensiones. Aplicado al
teorema de Green tenemos

J.[gbé'(r r)+g'0( )}dv=§[¢Vg—gV¢]odS

y resolviendo la funcién g

[¢50r—rav = 47‘[6/)(”(1%4” ‘r_r V- ¢v‘ — odS &
#(r') = j P gy g v¢+¢<;_;) ods
47r€‘r rl 4z ‘;_; ‘;_;3

donde consideramos r’ un punto fijo del campo y r un punto que varia en todo el
volumen de integracion: el volumen acotado por la/s superficie/s S. El resultado es un
valor integrado para la funciéon potencial de la ecuacion de Poisson y podemos
reconocer en las integrales de superficie un término proporcional al elemento de
angulo sdlido entre la superficie Sy el punto de observacién r’: dQ(r’)). Intercambiando
las variables r’ y r por consistencia con los resultados anteriores del teorema de
Helmholtz tenemos

- J- p(r)d, 7§M %qudg'; ;dQY. = ,r *ds'

47:5‘ r‘ T - _,,

La solucién anterior permite ver claramente el significado del principio de linealidad de
las fuentes en la resolucibn de problemas sobre el campo electrostatico. Toda
distribucion de carga p(r) puede analizarse en componentes mas sencillas p;(r) de
modo que p(r) sea la suma algebréica de las sub-densidades pi(r). La solucién para
cada una de estas sub-densidades debe verificar

y sumando
2o, o
Z¢( )‘4ﬂ€fr'_rdv‘+4”ifr'_rod5 +§{Z¢}d§2‘r

de modo que la suma algebraica de los sub-potenciales @; es una solucion del
problema completo correspondiente a la densidad de carga p(r’) en el volumen de
integracion considerado. Los elementos p; no corresponden necesariamente a
porciones reales de materia. Por ejemplo un material con densidad de carga uniforme
p que tenga un hueco vacio puede analizarse como la suma del mismo material
macizo con densidad p mas una densidad —p asociada al hueco. Evidentemente el
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principio de linealidad de las fuentes es también aplicable a las distribuciones
superficiales de carga.

Unos detalles finales:
1-La ecuacion de Poisson V%;ﬁ:—ﬂ supone que la funcién potencial ¢ esta bien
&

definida en el interior de la distribucién de carga en volumen p(r) y no toma valores
infinitos; de lo contrario no estarian bien definidas las derivadas parciales del operador
de Laplace sobre la funcién potencial en dicha ecuacién de Poisson.

2-Aunque la ecuacién de Poisson es vélida solo en contextos fisicos dieléctricos
caracterizados por una densidad de carga por unidad de volumen p(r), veremos que la
solucién encontrada también se puede adaptar para incluir distribuciones superficiales
de carga en conductores por medio de condiciones limite o frontera.

Aplicacion del resultado anterior al caso de un conductor en el campo eléctrico
creado por una distribucion de carga externa p(r).

En este caso vamos a elegir un volumen de integracion limitado por dos superficies:

-Una superficie externa que engloba al conductor y a la distribucién p(r) y lo
suficientemente lejana como para considerar que el campo y el potencial eléctrico es
alli nulo; por tanto una superficie equipotencial.

-Una superficie interna tan cercana como queramos a la superficie del conductor;
aunque fuera de él, es decir, en el vacio o medio dieléctrico no conductor
correspondiente.

Estas superficies delimitan un medio dieléctrico caracterizado por el parametro €. Dado
que ¢ es constante en la superficie de un conductor, para un punto r’ arbitrario en el
interior de nuestro volumen la solucion de Poisson es

1 1 (V'é(r)edsS'

) =L 2O gy LTINS B g

dre r'— r‘ 47 r'—r‘

pero la ultima integral corresponde al angulo sdlido asociado a la superficie limitante
del conductor S’ visto desde un punto exterior al conductor; 1o que resulta
necesariamente en un valor nulo. Por otro lado es facil ver que la integral de superficie
restante corresponde al potencial Coulombiano producido por una carga superficial

dg=0dS’ que verifique vv¢.d§v:EdSv:@:>¢: 1 I/_J(r'_) s §G(r')dS'
& &

dre r'—r‘ 4re r'—r‘

evidentemente, en el limite en que la superficie interna S’ se aproxima a la superficie
del conductor tenemos

E--vg=Ee|-45 ]2

as') e
donde ¢ es la constante del medio dieléctrico, no del medio conductor. Esto es
consistente con la densidad superficial de carga en conductores predicha por razones
fisicas en la seccién del teorema de Helmholtz. Sabemos ademas que en la superficie
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del conductor , en el caso electrostatico, el campo es paralelo en cada punto a la
normal a la superficie del conductor y las componentes del campo paralelas a la
superficie son nulas. Note también que la direccién del elemento de superficie dS’ que
venimos manejando es hacia el exterior del volumen de integracion, y en nuestro caso
esto significa hacia el interior del conductor. Si los subindices n,t representan vectores
unitarios asociados a la superficie del conductor; el n en la direccion perpendicular y
apuntando al exterior a la superficie del conductor y el t tangente a la superficie del
conductor, entonces E, 2. E =0
&

De la relacién E=-V¢ < Eedr=-Vgedr=—dgdeducimos que todo desplazamiento dr
perpendicular al campo E tiene asociado una nula variacién de potencial d®=0. En
nuestro caso esto significa que toda la superficie del metal esta al mismo potencial, ya
que cualquier desplazamiento sobre ella es perpendicular al campo eléctrico.
Apelando a la continuidad matematica, este es el valor del campo en la superficie del
conductor. Pero para puntos inmediatamente interiores al conductor el campo es E=0.
Tenemos por tanto una discontinuidad en el campo y el teorema de Helmholtz se ve
comprometido si elegimos volumenes de integracibn que incluyen dieléctricos y
conductores, pues la continuidad del campo es condicién necesaria del teorema.

Condiciones de frontera conductor-dieléctrico del campo estatico y forma
integral de las ecuaciones de Maxwell.

Caso electrostatico:

Hemos visto que el campo eléctrico puede variar de forma discontinua a los dos lados
de una superficie que separe un medio dieléctrico de un conductor. Sin embargo esta
discontinuidad no es esencial y no toma valores infinitos, lo que seria fisicamente
inapropiado. En estas condiciones las integrales de superficie y de linea del campo
seran en general valores continuos al cambiar de dieléctrico. Las siguientes relaciones
validas para campos E continuos y derivables segun los teoremas de la divergencia y
el rotacional : fEedr=[(vxE)eds : {Eeds=[(veE)n
C N N Vv

Evidentemente , si tenemos puntos frontera conductor/dieléctrico, en la superficie S
asociada a nuestro circuito C de integral de linea o en el volumen asociado a nuestro
circuito cerrado, alli las derivadas del rotacional y la divergencia no estardn bien
definidas y el lado derecho las igualdades anteriores no esta bién definido. Sin
embargo, en base al propio concepto matematico de integral, el lado izquierdo no
presenta ningun problema matematico y de hecho tendra un valor bien definido a
pesar de la discontinuidad del campo.

En el caso de la integral de linea consideramos un circuito cerrado C que atraviesa la
frontera dieléctrico-conductor en los puntos A,B de modo que tenemos

fEedr=[Eedr+ |[Eedr
C A B

Si el trayecto A-B es por el lado dieléctrico, la integral correspondiente debe anularse
ya que corresponde al cambio de potencial @5 - @, =0, ya que todos los puntos del
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conductor estan al mismo potencial. El trayecto B-A es por el lado conductor y aqui el
campo es nulo, por lo que concluimos

fE-d?:O
C

En el caso de la integral de superficie cerrada dividimos esta superficie en dos partes,
una por el lado dieléctrico Spy otra por el lado conductor S¢

ifE-dg = IEOd§+ JEOdg

s Sp Sec
la integral por el lado conductor se anula evidentemente y la del lado dieléctrico la
dividimos en otras dos partes, una superficie Sp; cercana al conductor tanto como
queramos y otra superficie cerrada Sp,que comparte frontera con Sp; ; €s como si Sp;
fuese unarebanada de Sp paralela y cercana a la superficie del conductor

IEOdE: IEEOd§+ §EOd§
S S € Soa

La integral de Sp, se anula ya que aqui no hay problemas de continuidad y
derivabilidad del campo y se aplica el teorema del rotacional, con un rotacional nulo
del campo eléctrico. La integral Sp, se calcula mediante el campo que hemos
calculado antes, en la direccion de la normal a la superficie del conductor

ji.cﬁ:l jaﬁ.a@:l [ous,

SD gSDI gSDl

donde dS, es un elemento de superficie en la misma superficie del conductory o es la
correspondiente densidad superficial de carga, con lo que la integral representa la
cantidad de carga superficial sobre el conductor captada por la superficie de
integraciéon S. Finalmente resumimos y generalizamos este desarrollo con las
siguientes férmulas

fEedr=0

C

ffE edS = Q (teoremade Gauss)
£

N

ambas son ciertas tanto si los circuitos C y las superficies cerradas S contienen
dieléctrico y/o conductores y Q representa la carga neta captada por la superficie S,
incluyendo cargas asociadas a distribucién en volumen, en superficie, lineales o
puntuales. Estas son las leyes de Maxwell del campo electrostatico en su forma
integral. Pese a haber llegado a las leyes integrales de Maxwell, todavia debemos
aclarar un detalle muy interesante. Para llegar a los resultados anteriores hemos

utilizado el siguiente valor para el campo en la superficie del conductor : E=21E=0
&

Sin embargo, estas condiciones solamente son aplicables en el caso de superficies
suficientemente suaves. En caso de que la superficie tenga un apéndice punteagudo,
la propia punta no tiene definido un valor para la tangente o la normal a la superficie.

El dibujo adjunto representa el campo en la superficie de un conductor cénico
punteagudo. Vemos que la regla de perpendicularidad no nos sirve para dibujar el
campo en el volumen representado por el cono punteado invertido sobre la punta del
conductor. Sin embargo la continuidad del campo eléctrico en un medio dieléctrico
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homogeneo requiere una transicion suave del campo desde un lado a otro del
conductor; como se indica con las flechas punteadas. Esta estructura del campo
requiere, segun el teorema de Gauss, una concentracion de carga en la punta
relativamente mayor que en las superficies planas; de hecho similar al caso de una
carga puntual. En consecuencia el campo eléctrico en los vértices de la superficie
metdlica es significativamente mas intenso que en las partes mas llanas. Este hecho
fisico se conoce como el efecto punta o efecto de borde y es el principio operativo de
los pararrayos. Durante las tormentas los metales en contacto con tierra se cargan por
induccion del campo eléctrico generado por las nubes y el campo en las puntas
metdlicas es suficientemente intenso como para ionizar el aire circundante facilitando
de esta forma la descarga del rayo hacia el pararrayos.

Caso magnetostatico:

El campo magnétostatico, creado por corrientes de carga estacionarias, también
presenta discontinuidades de forma similar al campo eléctrico. Si las discontinuidades
del campo eléctrico estan asociadas a distribuciones superficiales de carga, las
discontinuidades del campo magnético estdn asociadas a corrientes superficiales.
Recordando el teorema de Helmholtz, estas corrientes superficiales se pueden asociar
a las integrales de superficie; en concreto el término B(r')xdS'se puede relacionar

directamente con un elemento superficial de corriente. El origen fisico de estas
corrientes se basa en la hipdtesis de Ampére , relacionada con la naturaleza eléctrica
de la materia a nivel atdmico. Es importante que el lector note que una corriente
superficial no puede ser en general una corriente de conduccién ya que supone una
densidad de corriente en volumen infinita en los puntos de la correspondiente
superficie. La ley de Ohm es taxativa y solo se aplica a corrientes en volumen : J=¢cEy
la conductividad sera infinita ¢=~. Esto es posible en casos excepcionales como los
superconductores y otros pocos materiales en situaciones experimentales muy
controladas. La discontinuidad del campo magnético presenta el mismo problema que
para el campo eléctrico, las siguientes ecuaciones correspondientes a los teoremas
del rotacional y la divergencia no estan bien definidas en el lado derecho si existen
discontinuidades finitas del campo, pero si admiten un valor definido en el lado
izquierdo [Bedr=[(vxBJeds : {Beds=[(VeBi
C N N Vv

La teoria correspondiente se vera mas adelante, cuando estudiemos el campo
magnético en presencia de materiales; pero desde ya podemos decir que, dado que
las ecuaciones integrales de Maxwell deben ser consistentes con la ley de
conservacion de la carga, dichas leyes en el caso magnetostatico son

fﬁ odr= 7 @ (teoremade Ampeére)
v dt

fBeds=0

N

donde Q es la carga neta que atraviesa una superficie limitada por el contorno C,
suma de las posibles corriente de carga: en volumen y superficiales.
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El campo eléctrico estatico en un sistema de conductores. Linealidad del campo
en conductores.

Consideremos un conjunto de n conductores sin carga, de forma arbitraria, distribuidos
en posiciones fijas en una zona del espacio y sin estar afectados por un campo
eléctrico externo; de modo que las conclusiones a las que lleguemos seran aplicables
al caso de un solo conductor cuando el resto estan a distancias muy grandes.

Numeramos el conjunto de conductores con el subindice k y seleccionamos uno
cualquiera de ellos, por ejemplo k=1. Introducimos en k=7 una carga Q%, por ejemplo
aumentando el numero de electrones del gas eléctrico interno. Sabemos que esta
carga se dispersa rapidamente hasta distribuirse en superficie. Desde el punto de vista
fisico el proceso supone una generacion de calor debido a las corrientes transitorias y
por tanto supone un aumento de entropia del metal que se transfiere al exterior. La
direccion tomada por el fendbmeno en k=1 es la de encontrar un estado final en el que
se minimice la energia del sistema y esto se consigue por dos vias :

1-La disipaciéon de energia en forma de calor por las corrientes transitorias.
2-La disipacion de energia por los electrones al quedar enlazados al sistema quimico
del metal, posiblemente también en forma de calor 0 emision de radiacién transitoria.

Si consideramos que el conductor k=1 tiene huecos, y por tanto superficies internas,
estas superficies internas no estaran afectadas en general por la densidad superficial
de carga; a no ser que exista alguna distribucion de carga en los mismos huecos que
cree un campo eléctrico interno. La razén es que la busqueda de la minima energia
posible en el sistema hace que los electrones prefieran las zonas superficiales
exteriores donde se dispone de mas espacio de separacién entre cargas iguales;
evitando al maximo de esta forma la repulsion electrostatica y maximizando la
atraccion con los campos externos.

La interaccion 2 de tipo quimico es la responsable de retener la carga introducida
cuando esta llega a la superficie. En el resto de conductores no cargados también
aparecera una densidad superficial de carga debido al campo generado por k=7 y en
el transitorio las densidades de carga de todos los conductores interaccionaran
mutuamente produciendo corrientes internas que disipan calor. Por tanto el sistema
completo de conductores tendra un transitorio que finaliza cuando se ha conseguido
disipar la mayor cantidad de energia posible en forma de calor y llegado al estado de
menor energia posible. Al finalizar el transitorio tenemos un campo electrostatico en el
dieléctrico entre los conductores y unas densidades superficiales de carga en la
superficie de los conductores. Si repetimos el experimento con la misma distribucién
espacial de los conductores veremos que el campo final es siempre el mismo,
independientemente de como introducimos la carga en k=1, si de una vez o poco a
poco. El campo eléctrico depende de la carga Q°; y de la distribucién espacial de los
conductores.

Si en el estado electrostatico introducimos una cantidad adicional AQ se volveran a
poner en marcha el proceso transitorio hasta llegar a un nuevo estado de minima
energia. Es concebible que el transitorio sea una réplica exacta del transitorio inicial
pero a distinta escala, de modo que las densidades de carga superficiales finales sean
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las del estado estético inicial multiplicadas por un factor A= Q/ Q%;, Q,;= Q°; +AQ. Esto
corresponde a un comportamiento lineal de los conductores respecto al campo
eléctrico con la carga Qy; linealidad que es evidentemente posible en la solucion
general del potencial : si multiplicamos por A= Q,/ Q% la solucién para el potencial
tenemos

4" =¢
0, N _ OdS' Jo3ds', Jo) =0
AP~ (r)= ff ‘ ‘ ‘r—r" T o? o

de modo que el potencial en cada punto y las densidades de carga escalan segun el
mismo factor A. La carga de cada conductor se mantiene consistente al integrar la
distribucion superficial de carga : Q; ® 0. Podemos escribir la relacién anterior de esta
forma

47 $(r) = O, §"1 19 s 02/91 dS'y + v
A

los valores o/Q tienen unidades de metro” y describen la distribucion espacial de
carga sobre la superficie de cada conductor : la mayor o menor propension de cada
punto de la superficie a acumular carga. Por tanto, supuestos todos los conductores en
reposo relativo, el paquete de integrales en el corchete correspondiente es un
parametro geométrico que depende del punto de observaciéon del campo (r). Si
colocamos el punto de observacion r en la superficie de un conductor arbitrario
numerado por el indice i : r=r; , tenemos que cada uno de estos parametros depende
de tres indices : ci el indice del conductor cargado j, igual a 7 en el caso anterior, el
indice del conductor observado iy el indice k que numera a todos los conductores

¢f—¢f<r>—Q ey +ehny+ ... )= ;Zcf,xrp
k

Estamos tratando el caso de un solo conductor, con indice j, cargado; y es evidente
que el caso general es aquel en que debemos considerar la posible carga de todos los
conductores. Invocando de nuevo la linealidad del sistema de conductores respecto al
potencial electrostatico podemos sumar los resultados parciales de este modo

¢ Z¢’——ZQ,Z¢,k( )= ZQ(Zc,,@J

Los sumatorios entre corchetes son valores que dependen del conductor observado iy
de conductor cargado j ; estan estrechamente relacionados con el concepto clasico de
capacidad de un condensadory pueden definirse como

(chk(r )] 47%%

Q=0

Estos coeficientes solo dependen de la forma y distribucion geométricas de los
conductores y no de su carga.
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Corriente eléctrica.

Benjamin Franklin, experimentando con procesos de carga y descarga eléctrica
introdujo en el siglo XVIII el concepto de conservacion de la carga eléctrica; y de que
esta carga presenta una dualidad : la carga positiva y la carga negativa. Mediante la
idea de conservacion de la carga, la carga negativa se puede entender como ausencia
de la carga positiva. Franklin también propone la teoria del fluido unico, teoria que
establece que cualquier fenédmeno eléctrico esta fisicamente relacionado con la
existencia de un fluido o corriente eléctrica. El rayo seria la corriente correspondiente
al fendmeno de descarga de electricidad de las nubes en una tormenta. El invento de
la pila de Volta permiti6 a los experimentadores el mantenimiento de una corriente
eléctrica en un cable metalico de cobre en condiciones estacionarias durante periodos
de tiempo relativamente largos. Lo que salia de la pila de volta se evidencia como una
corriente eléctrica ya que era capaz de provocar procesos de carga en condensadores
como la botella de Leyden.

Hemos visto el caso de las corrientes de conduccidn tipicas de los metales, asociadas
a la accién de un campo eléctrico que siguen la ley de Ohm J=¢E. En este caso no se
percibe un movimiento aparente de carga debido a la tendencia del interior del metal a
la neutralidad eléctrica, dispersando cualquier densidad de carga de conduccién
rapidamente. Sin embargo el campo eléctrico interno E no solo actia sobre el gas
eléctrico, sino también sobre los iones atdmicos de la red metélica. Estos son nodos
de la red que se mantienen en posiciones fijas y no se mueven por efecto del campo;
sin embargo s/ sufren un fenémeno de polarizacién debido al campo E : respecto de
una situacién de equilibrio sin campo eléctrico, la accion del campo hace que los
electrones atdémicos se muevan ligeramente en contra del campo y el ndcleo positivo
ligeramente a favor del campo. Esto significa fisicamente la aparicion de un dipolo
inducido por el campo externo. En el caso de un campo eléctrico constante esto solo
supone una cierta cantidad de energia transferida a la red que puede ser despreciable.
Pero en el caso de un campo eléctrico oscilante la cosa cambia.

El dibujo representa atomos de la red afectados por la polarizacién inducida

------ > por el campo eléctrico E. Si este campo aumenta (flecha de puntos) también
<P aumentara proporcionalmente la polarizaciéon inducida en cada dipolo: en los
- extremos de cada dipolo la carga sera un poco mayor. Este incremento de

carga equivale a la circulacion de una corriente / en la direccion sefalada: en

cada dipolo la parte negativa aumenta en valor absoluto, lo que equivale a perder
cierta cantidad de electricidad positiva que incrementa la parte positiva del dipolo. La
uniébn de todas estas corrientes elementales forma una corriente a escala
macroscopica , /, cuya base fisica es el fenomeno de electrizacion por influencia ; este
es el significado fisico de la corriente de polarizacion, y no es un fenémeno exclusivo
de los medios aislantes. La corriente de polarizacion es similar a la corriente de
conduccion en el sentido de que no supone un movimiento neto de carga (conveccion)
en el sistema, pero a diferencia de la conduccion, la corriente de polarizacién no
supone una disipacion de energia en forma de calor. El gran descubrimiento de
Maxwell fue que la corriente de polarizacién es también una fuente del campo
magnético, de la misma forma que los son las corrientes de conduccion y de
conveccion de carga. Este descubrimiento lleva directamente a la posibilidad teérica
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de ondas electromagnéticas; posibilidad que fue demostrada mas tarde por via
experimental.

En la escala microscépica, la existencia del electrén y de las particulas elementales
cargadas hace que la corriente de conduccidon se perciba como convectiva, es decir
debida al movimiento de densidades de carga que se mantienen en el tiempo en un
medio dieléctrico que es el vacio fisico; no como en el caso de la corriente
macroscopica de conduccion. Las corrientes de conduccion son el resultado
estadistico del comportamiento del gas eléctrico.

Consideremos ahora la experiencia de conectar a los polos de una pila de Volta de
corriente continua dos cables metélicos iguales. Si inicialmente los dos cables
estaban al mismo potencial, tras la conexion y una vez logrado el equilibrio
electrostatico aparece una diferencia de potencial entre ellos equivalente a la
diferencia de potencial suministrada por la pila. Si desconectamos ahora la pila de los
cables constatamos dos cosas

A-La diferencia de potencial entre los

2 2 . )
AD T AD T cables metalicos se mantiene.

B-La pila no ha ganado ni perdido carga
eléctrica, y segun el principio de
conservacion de la carga el sistema de conductores debe tener una carga neta nula.

Si aplicamos lo aprendido sobre el campo electrostatico en sistemas de conductores
tenemos que la existencia de una diferencia de potencial implica que debe existir cierta
carga Q en cada uno de los conductores, de igual magnitud y distinto signo; y
distinguiendo los cables con los subindices 7,2 tenemos

¢‘ =0, +0,C,
¢2 =0,C, +0,Cy, :¢2 _¢1 :%; C
Q1+Q2 =0

1
- C11 +C22_(C12+C21)

donde el resultado se expresa en funcién del parametro C para recalcar el concepto
cladsico de capacidad eléctrica. Evidentemente estas cargas generan un campo
electrostatico con lineas de fuerza que conectan un conductor con otro.

Evidentemente este estado fisico en los cables se mantiene si

I?‘ volvemos a conectar la pila tal como al principio ya que los

\> r  Potenciales correspondientes coinciden. Pero si ademas

AD(x) ? cerramos el circuito incorporando algun elemento resistivo R,
— aparecera una corriente de conduccion de intensidad /segun la
X dx Ley de Ohm : 4, —¢ =IR. Sin embargo esto no significa que el

campo estatico anterior se pierda completamente sino que
apelando al principio de linealidad, este campo persiste, pero ajustandose a las
condiciones del potencial establecidas por la Ley de Ohm. Con todo rigor, al cerrarse
el circuito y crearse la corriente de conduccién también actua la resistencia propia del
cable. Es de esperar que esta resistencia sea pequena y en circuitos pequefnos sea
relativamente despreciable frente a otros elementos. Pero en lineas de transmision de
larga distancia, como las de la red de distribucion eléctrica nacional o los sistemas
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telefonicos, este efecto no puede despreciarse, y en general tampoco en un
tratamiento riguroso del problema de la corriente de conduccién en un cable. El efecto
de la resistencia del cable es que la diferencia de potencial ¢,- ¢, ird disminuyendo a
medida que nos alejamos de la pila. Si manejamos una porcidbn de cable dx,
tendremos una cantidad de carga dQ asociada y un coeficiente dC correspondiente al
sistema de cables elementales, de modo que todas las lineas del campo eléctrico
conectan las secciones correspondientes. De este modo podemos poner

dQ/ dx
dC/dx

[4, - Jx) =

el parametro dC/dx corresponde a la capacidad distribuida del cable y puede
considerarse un parametro constante. Como sabemos la carga dQ debe distribuirse
superficialmente en cada conductor y de la relacion anterior vemos que esta densidad
disminuye a medida que nos alejamos de la bateria. Estas circunstancias deben ser
tenidas en cuenta a la hora de evaluar las condiciones de contorno en el caso de una
corriente de conduccidn constante.

Condiciones de contorno del campo eléctrico en un cable que conduce corriente.

Para la componente del campo eléctrico normal a la superficie del conductor, E, ,sigue
siendo valido E,=0/¢ , donde o es la densidad superficial de carga; pero la componente
paralela a la superficie , E;, ya no puede ser nula debido a la existencia de la corriente
de conduccion también en la superficie del metal. Ademas, y partiendo de la ecuacion
anterior, la densidad superficial de carga es funcién de x : g(x) y en un sistema de
cables homogéneo disminuye en proporcion a la disminucion de la diferencia de
potencial, es decir : a < b—o(a) > o(b). Esto hace que la componente E; en la zona
dieléctrica préxima al conductor tampoco sea nula. Para ver esto basta recordar el
campo eléctrico creado por una linea uniformemente cargada de gran longitud. El
campo en un punto cualquiera es perpendicular a la linea debido a

]Ei( = =% que las cc?ntrit?uciones de los elemento§, de carga de la .Iinea a
derecha e izquierda del punto de evaluacién del campo admiten una

B | simetria. Pero esto ya no seria asi si la linea no esta uniformemente
_‘=r|_§f—<-_J-- cargada, apareciendo componentes oblicuas para el campo; y esto es

precisamente lo que ocurre en nuestro caso. Por tanto las condiciones
de contorno aplicables en nuestro caso para el campo en la superficie del cable son
las siguientes

_ o(x) J

E ; E, =—
S

n

t

&

En el trabajo sobre la ecuacion de ondas se hizo un analisis detallado de una linea de
transmisién eléctrica simétrica de longitud arbitraria conectada a una fuente de tensién
que varia armoénicamente (cosenoidalmente). Los parametros relevantes son las
resistencia por unidad de longitud R, la autoinduccién por unidad de longitud L, la
capacidad del dieléctrico por unidad de longitud Cy la conductancia del dieléctrico por
unidad de longitud G. Se obtiene como resultado la intensidad y la diferencia de
potencial entre los conductores de la linea como funciones de la longitud a la fuente de
tension (x) y el tiempo (t) de esta forma
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V(x,t)=V,_exp (— 1% x)exp [i(a)t - kx)] +V_exp (;/ x)exp [i(a)t + kx)]

I(x,1) =, i:—igj {VJr exp (— yx)exp [i(a)t - kx)] - V_exp (}/ x)exp [i(a)t + kx)]}

En rigor los valores fisicos de tension e intensidad corresponden al valor real de las
funciones complejas correspondientes. Sin embargo podemos ver que las soluciones
son combinaciones de ondas :f(wttkx) moduladas en amplitud por un factor de
amortiguacién exp(-yx), exp(yx). A partir de estos resultados podemos hacer un
andlisis de la distribucion superficial de carga en un cable de la linea mediante la
aplicacién de la ecuacion diferencial de conservacion de la carga eléctrica
%’t’+vJ=o

donde p es la densidad de carga por unidad de volumen y J es la densidad de
corriente por unidad de volumen. Suponiendo una distribucién uniforme de la corriente
a su paso por una seccion recta del cable cilindrico de radio r,y area S=mr,, tenemos
J=I/S. Por otro lado podemos relacionar la densidad en volumen p con la densidad
superficial en el cable utilizando elementos de volumen en forma de diferenciales de
cilindro, es decir, pequenas secciones rectas del cable de longitud dx

AQ 2( AQ J 2

ﬂTozA)C )

P 271y Ax _Z

con esto la ecuacién de conservacién produce

fG+iCa)
200, 1 ﬂ:O:a—o-+Mg{V+ exp(—yx)exp[i(a)t—kx)] -V exp(yx)exp[i(a)t+kx)]}=0:>
r, Ot an ox ot 2wy Ox

G+iCw
oo VR+iLw (_y_ik)vzojﬁ_a_(}/+lk) [G+iCol 1 oV o2l (y+zk) /G+1‘Ca)v 0
ot 2r 1y ot 2rnry VR+iLow|iw Ot ot 2rrio V R+iLo
lo que conduce a la siguiente solucién para la densidad de carga superficial, siempre

considerando la parte real
o (y +ik) /G+1'Ca)V+O_O(x)
2rryw V R+iLw

Si apagamos la fuente de tension cosenoidal haciendo V=0 pero aun actua una fuente
de tension constante (pila de Volta) , oy(x) tiene sentido fisico como distribucion de
carga asociada a una corriente continua; como hemos visto antes.

2
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Interpretacion energética de los resultados

La interpretacibn  energética del campo
T P.=E,xB electromagnético necesita en general considerar

\

G el comportamiento del vector de Poynting P que
G_’ se define en cada punto como el producto
. vectorial del campo eléctrico por el campo
magnético. Su significado fisico es que la cantidad

de energia electromagnética por unidad de tiempo dU/dt que atraviesa un elemento de
superficie dS es igual al producto escalar del vector de Poynting por el vector dS

ExB: Y _[Peds

;: =
dt

1
MU
Mas adelante se presenta el vector de Poynting en el contexto del principio de
conservacién de la energia en un sistema electromagnético; pero por el momento con
lo dicho es suficiente para dar una interpretacion fisica del proceso de conduccién
eléctrica. En nuestro caso y como muestra la imagen anterior, las lineas del campo
magnético debidas a la corriente de conduccion en el exterior de un cable cilindrico de
gran longitud son circulos concéntricos con dicho cable y verifican la siguiente ley

B=

en un sistema de coordenadas cilindrico (r,6,z) en el que el eje z coincide con el eje
central del cable y los valores crecientes de z estan en la direccion de J. La direccién
del campo magnético cumple la regla de la mano derecha de modo que si el pulgar
apunta en la direccion de J, el resto de dedos apunta la direccion del campo
magnético. Estamos interesados en el vector de Poynting en la superficie del cable y
vemos inmediatamente que tiene dos componentes correspondientes con el campo
eléctrico: P, y P. La componente P, atraviesa perpendicularmente la superficie del
cable hacia su interior y por tanto representa una transferencia de energia del campo
electromagnético al propio cable. En cambio la componente P;es una energia que se
mueve cercana al cable pero por su zona exterior. De los datos anteriores podemos
calcular la potencia transferida al cable a través de su superficie lateral por la
componente P, de este modo

%U:lj(f,xg).dﬁ
r o H
_ _ 2 - _ 2 2
B = ul wo diU:Iij i.dszliz ﬁz 12 L
27 v, dt g 2m my ¢ 2my  myg
E=—"1_u
G 7Ty

donde L es la longitud correspondiente del cable. La resistencia eléctrica R
correspondiente a un tramo recto de cable de longitud L es : R=L/ctry® de modo que
la potencia transferida al cable por P, es ‘Z—It] =I’R

Lo que equivale a la potencia disipada en forma de calor por una seccion de cable de

resistencia R por efecto Joule y por tanto a la potencia transferida por una fuente a una
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resistencia en la teoria clasica de circuitos. Para que las cosas acaben de cuadrar
debemos calcular P, en un cualquier punto del eje central del cable cilindrico (r=0). Ya
que en el eje del cilindro el campo magnético es nulo (B=0) obtendremos P,=0y el
campo electromagnético deja de transferir energia en el eje del cilindro. En efecto el
campo en el interior del conductor, suponiendo que la corriente se distribuye
uniformemente en la seccion recta circular es

2
E: # IL L_tg
2rry \ 1

Esto nos dice que la energia transferida por P, desde la superficie del cable es
completamente absorbida por la corriente de conduccion interior del cable y no resulta
parcialmente rebotada o reflejada.

La potencia asociada a la componente P; del vector de Poynting es mas dificil de
calcular, pero es facil ver su necesidad fisica con una experiencia muy comun. Cuando
cerramos un interruptor para encender una luz eléctrica, la acciéon de pulsar el
interruptor y encenderse la luz son practicamente simultdneas. Un calculo sencillo
considerando el orden de magnitud de la intensidad de la corriente y la densidad en
volumen (N) de portadores de carga del gas eléctrico del metal (cobre en este caso)
nos permite calcular la velocidad media (v) del gas eléctrico aplicando la férmula
J=I/S=N"e*v, donde (e) es la carga del electron. El resultado es del orden de
milimetros por segundo y esto parece chocar directamente con la rapidez con que se
enciende la luz. Esta incongruencia se produce por que pensamos que el sistema
eléctrico funciona mediante una inyeccién de energia que se mueve por el interior del
cable; pero el analisis energético que hemos hecho no sustenta esta idea. En cambio
la energia se transfiere al cable mediante un campo electromagnético externo con la
componente P, , y la componente P; hace que el campo se propague por el exterior
cercano del cable a la velocidad de las perturbaciones electromagnéticas, es decir,
practicamente a la velocidad de la luz. Esto si estd de acuerdo con nuestro analisis
energético y con la sencilla experiencia de encender una bombilla. En la seccién sobre
Optica bésica se dan mas detalles del caso presentado aqui.

Visualizaciéon del campo magnético y fuerza de Lorentz.

El detector mas antiguo del campo magnético es la brijula. Una brijula es una
pequefio iman, normalmente en forma de aguja muy liviana, que puede girar
facilmente (poco rozamiento) cuando es afectado por un campo magnético externo.
Como en cualquier campo, también existen las lineas de fuerza para el campo
magnético y en un punto determinado la linea correspondiente es tangente a la
direccién que indica la brujula. Una imagen mas precisa de las lineas de campo se
obtiene en la famosa experiencia de Faraday de las limaduras de hierro, ya que las
limaduras de hierro son precisamente imanes muy pequefios. Mediante esta
experiencia se pude ver que las lineas del campo magnético asociadas a la corriente
de un cable conductor recto son curvas cerradas en forma de circulos concéntricos
con dicho cable. Con el mismo método de las limaduras de hierro pueden verse las
lineas de fuerzas de un iman natural y constatar que también son curvas cerradas,
aunque no circulares. A parte de las lineas de campo, el campo magnético tiene una
intensidad mayor o menor. Esta intensidad se puede visualizar intuitivamente
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intentando girar la aguja de la brdjula en 180° para que apunte en la direccion contraria
. esta operacién sera tanto mas costosa cuanto mayor sea la intensidad del campo
magnético. Otra forma mas cuantitativa de ver el campo magnético es la fuerza de
Lorentz. Sea una carga puntual de valor g moviéndose con velocidad v en un campo
magnético estatico (independiente del tiempo) B La fuerza que el campo magnético

ejerce sobre esta carga es F=qvxB si ademas actia un campo eléctrico estatico

hay que incluir la correspondiente fuerza eléctrica |F =qE+qvxB| esta es la fuerza de

Lorentz que produce la combinacion de un campo eléctrico y magnético estaticos.
Segun los principios de la mecénica clasica, la fuerza de Lorentz también se puede
entender mediante la fuerza (—F) que hay que aplicar a una carga puntual para que se
mueva con velocidad constante cuando esta afectada por un campo electromagnético
estatico. Mas adelante se daran pruebas sobre la validez de la fuerza de Lorentz en
condiciones de campos variables con el tiempo.

Las ecuaciones de Maxwell para campos variables con el tiempo.

Las Ecuaciones de Maxwell, ya presentadas para el caso de campo estético, detallan
las propiedades matemadticas de dos campos vectoriales relacionados: el campo
eléctrico y el campo magnético, en un medio fisico caracterizado por las constantes
eléctrica € y magnética u. Segun el teorema de Helmholtz, cualquier campo vectorial
se puede describir especificando dos conceptos de analisis matematico : la
divergencia y el rotacional del campo en cualquier punto. Esta descripcion analitica es
preferible por su sencillez a la descripcion directa de los campos de fuerzas con
complicadas férmulas, sobre todo en el caso del campo magnético. Sin embargo esto
solo es posible si el lector dispone de un conocimiento suficiente del calculo vectorial y
una intuicién acertada sobre la estructura de lineas de fuerzas de los campos .

La ley de Gauss.

Sea una distribucion arbitraria de cargas puntuales {g;} en reposo y una superficie
cerrada arbitraria S. Sabemos que el campo eléctrico asociado a este sistema es la
suma de los campos de cada carga puntual, que siguen la Ley de Coulomb. Por tanto
la integral asociada al flujo del campo en la superficie S sera la suma de las integrales
de flujo del campo de cada carga puntual, numerada por el indice i

!Eod§=2£giod§= i &j@'ds‘

Slr—ri

Cada integral del ultimo sumatorio corresponde al angulo sélido subtendido por la
superficie S desde el punto de observacion r; y sabemos que el resultado de esta
integral es 0 si r’; esta en el exterior de la superficie cerrada y 4 si esta en el interior
de la superficie cerrada. Por tanto el resultado final es

J‘EOdgleqi
N L

la carga neta total del sistema en el interior de la superficie cerrada S puede proceder
de cualquier distribucién de carga : en volumen, superficial, lineal o puntual.
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La ley de conservacion de la carga

La electricidad es una propiedad intrinseca de la materia, como la masa; y por tanto la
conservacién de la carga sigue una ley completamente paralela a la conservacion de
la masa. En el trabajo sobre mecanica de fluidos se deduce la ley de conservacion de
la masa en una corriente fluida que es directamente aplicable al caso de conservacién
de la carga. Si partimos de una densidad de carga en volumen p(r,t) , un campo de
velocidades de la carga v(r,t), una superficie cerrada arbitraria Sy la correspondiente
densidad de corriente en volumen J = pv ; el flujo de la densidad de corriente a través
de la superficie cerrada S que limita un volumen V verifica

§7-d§+§‘2—’t’dvzo

La conservacion de la masa supone que son imposibles fenédmenos de creacién o
destruccién de masa, como se hizo notar en el trabajo sobre mecanica de fluidos. La
conservacién de la carga también supone que no son posibles procesos de creacion o
destruccion de carga, pero en este caso se trata de carga neta en el volumen limitado
por la superficie S; dado que la carga eléctrica es una magnitud polar (positiva o
negativa) , mientras que la masa es no polar(siempre positiva). Fisicamente son
posibles fendbmenos de recombinacion en los que dos cargas iguales y con signo
contrario queden enlazadas de modo que la carga neta no se ve modificada.

La ecuacion anterior formula la conservacion de la carga en términos de densidades
en volumen, pero evidentemente la ley de conservacién de la carga también incluye el
caso de densidades y corrientes superficiales de carga.

La ley de induccion de Faraday y la ley de Faraday-Maxwell.

Consideremos un lazo cerrado de cable conductor metalico en reposo y un iman
natural permanente. Colocamos el lazo conductor sobre una mesa y sobre él, a poca
distancia, empezamos a mover el iman de derecha a izquierda o de arriba abajo. Con
el tiempo suficiente observamos un aumento de temperatura en el cable que evidencia
el paso de corriente eléctrica; incluso si colocamos una bombilla en el circuito es
posible verla brillar cuando movemos el iman. La corriente eléctrica se produce
igualmente si es el iman el que esta en reposo en la mesa y movemos el cable
conductor cerrado con la misma velocidad relativa que en el caso inicial. Finalmente, si
tenemos iman en reposo cerca de un circuito que es flexible o que de algin modo
puede variar su superficie con el tiempo también comprobaremos la existencia de una
corriente. Este conjunto de fenédmenos se conoce como la induccion de corrientes de
Faraday. Desde el punto de vista energético este fendmeno supone transferencia de
energia al gas eléctrico del cable que se ha disipado en forma de calor. Esta energia
debe proceder de algun modo de nuestro esfuerzo para mover el imén o el circuito y
muestra de forma clara una idea presentada anteriormente : que la forma en que se
transfiere la energia a un circuito eléctrico es mediante una onda electromagnética
procedente del exterior del circuito. Pero en este caso la energia transferida al circuito
no puede representarse como una caida de potencial, como una rampa en desnivel
continuo por el que el gas eléctrico cae, como si fuese el agua en un acueducto
romano, realizando el circuito entre el polo positivo y el polo negativo de una pila de
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Volta. En este caso la fuerza electro-motriz no esta fisicamente conectada al circuito

como la pila de Volta. Segun Faraday el trabajo que se realiza sobre la corriente del

cable en este fendmeno esta directamente relacionado con la velocidad de cambio del

flujo del campo magnético ( IE' 45 ) sobre cualquier superficie S cuyo limite sea la linea
N

cerrada del circuito. De cara a las ecuaciones de Maxwell vamos a utilizar los métodos
matematicos del célculo vectorial, en concreto las integrales de linea y de superficie; lo
que supone que los circuitos que utilizaremos van a estar en reposo respecto al
observador. De este modo el correspondiente gas eléctrico estara también en reposo
relativo, lo que nos dice que no estara afectado por una fuerza magnética de Lorentz.
Por tanto la Unica explicacion fisica posible para el movimiento de corriente es la
aparicion de una fuerza eléctrica de Lorentz y por tanto un campo eléctrico inducido E
a consecuencia de la variacion de flujo magnético, y este campo E debe realizar el
trabajo correspondiente. En términos del calculo vectorial:

— _ d — —
iE-dl:—EJS.BodS

donde C es una curva geométrica cerrada fijay S es una superficie fija limitada por la
curva C. El sentido de circulacion en Cy la direccion de los elementos de superficie dS
esta relacionado por la regla de la mano derecha: Si los dedos que no son el pulgar
indican la direccién de circulacién de C, el pulgar indica la direccion predominante de
los elementos dS. El lector no debe confundir el campo eléctrico E de la ley anterior
con el campo eléctrico en el interior del conductor E.,,y correspondiente a la ley de
Ohm, ya que En, €s siempre paralelo a la corriente, pero E no tiene por que ser
tangente en cada punto a la curva C. En nuestro caso E..g €S la componente de E
tangente al cable, y de ahi el producto escalar asociado a la integral de linea. Las
restricciones introducidas a la ley de Faraday sobre circuitos rigidos y en reposo son
suficientes para distinguir el resultado anterior con el nombre de Ley de Faraday-
Maxwell.

Inexistencia de polos o cargas magnéticas aisladas.

El campo magnético es producido por imanes naturales y por corrientes eléctricas. El
caracter polar del campo magnético de los imanes naturales, con polos Norte y Sur es
una experiencia inmediata. Dos imanes naturales se atraen si enfrentan polos
opuestos y se repelen si enfrentan polos iguales. Pero si dividimos un iman no
conseguimos aislar polos en forma de cargas magnéticas, sino que en cada trozo
incluye también un par de polos Norte-Sur y nula carga magnética neta; y no
conocemos hinguna experiencia fisica que soporte la idea de polos magnéticos
individuales o monopolos. Sea S’ una superficie cerrada que incluye completamente el
material magnético en cuestion, pero por lo demas arbitraria. El flujo total del campo
magnético sobre esta superficie es siempre nulo debido a la inexistencia de polos
magnéticos aislados
§Beds'=0

Por otro lado, si S es una superficie cerrada arbitraria y S’ es una de las superficies
anteriores que intersecta con Sy la divide en dos partes 1 y 2, podemos considerar las
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superficies correspondientes S’;,S’, conteniendo completamente el material magnético
de modo que se verifica

§E-d§=§§-d§l—§ﬁod§2=0

Para ayudar a la imaginacion el lector puede pensar que Sy S’ son esferas. Por tanto
toda linea del campo magnético (o pequefio tubo de lineas) que sale de la superficie S
vuelve a entrar a la superficie por otro punto : las lineas del campo magnético son
cerradas; a diferencia de las lineas del campo eléctrico polar que pueden salir de
cualquier superficie S cerrada y no volver. Para un campo magnético que no varie en
el tiempo, si suponemos que toda linea de campo procede de algun polo magnético,
es necesario que dicha linea retorne a su polo origen, ya que alli se encuentra también
el polo opuesto. De esta forma todo pequefio flujo saliente de S se equilibra con un
flujo entrante de igual magnitud y signo opuesto. En situaciones dindmicas es posible
el fendbmeno de reconexion de lineas del campo magnético que supone a una
reordenacién de lineas de fuerza asociada a una “evacuaciéon” de energia del campo
en forma de ondas electromagnéticas.

Ley de Ampere sobre las fuentes del campo magnético .

Sea C una curva cerrada arbitraria; la circulacion del campo magnético sobre la curva
C es proporcional a la intensidad de corriente eléctrica que pasa por cualquier
superficie abierta S cuyo borde es la curva cerrada C

ifﬁtdiz,u@
v dt
donde Q es la carga neta procedente de cualquier distribucion de corriente : en

volumen o superficial. En caso de una Unica distribucién de corriente en volumen J que
atraviesa una superficie abierta limitada por la curva C se verifica Q:Ij.dg
dt

Consistencia del sistema de ecuaciones en el contexto de campos variables con el
tiempo.

En un abuso de notacién, hemos utilizado los mismos simbolos E y B para los campos
en todas las leyes presentadas, pero ¢ puede ser el campo eléctrico de la ley de Gauss
el mismo campo eléctrico de la ley de Faraday-Maxwell?, ;puede ser el campo
magnético de la ley de Faraday-Maxwell el mismo campo magnético de la ley de
Ampeére?. Ademas, salvo la ley de conservacién de la carga y la ley de Faraday-
Maxwell, el resto de leyes aparecen a partir de experiencias fisicas en condiciones de
campos estacionarios que no varian con el tiempo; y por tanto es necesario investigar
la compatibilidad de estas ecuaciones en condiciones dindmicas. En lo que sigue
vamos a suponer que las constantes ¢, y son las mismas para campos estéaticos y
campos que varian con el tiempo; sin embargo veremos al final de la seccién que
debemos hacer una importante matizacion sobre esto. Si partimos de la ley de
Faraday-Maxwell, tenemos una curva C que limita una superficie abierta sobre la que
calculamos el flujo. Pero es evidente que puede haber muchas superficies abiertas
limitadas por la misma curva CYy la integral de linea asocaida al campo E deberia valer
lo mismo independiente de la superficie elegida. Para comprobar esto consideremos
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que S es ahora una superficie cerrada y que nuestra curva cerrada C esta en dicha
superficie. De este modo C divide a S en dos superficies abiertas S7y S2 y sobre
estas dos superficies es valida la ley de Faraday-Maxwell

— - di= = d= = dl= = = =
iE-dz=—Esleod51=—EszB-d52:E{J}B-dSl—SLB-dszJ=0

segun la regla de orientacion de los elementos de superficie en relacidén con el sentido
de circulacién de C podemos recuperar la integral de flujo del campo magnético en la
superficie cerrada

[Bedsi- [BedS2=[Beast+ [Be(-d52)-2fBeds = £ fBedS—0= fBedS —cte
S1 S2 S1 S2 N N N

El valor constante encontrado es independiente del tiempo, y es evidente que el
campo puede empezar a variar partiendo de unas condiciones estacionarias, donde
también debe ser valido el resultado anterior. Pero en condiciones estacionarias la
inexistencia de polos magnéticos nos dice que la constante anterior debe ser cero y
por tanto la consistencia de la ley de Faraday-Maxwell requiere que la ley de
inexistencia de polos magnéticos sea valida también en condiciones dinamicas del
campo; lo cual nos permite entender esta ley como conservacion del flujo magneético.
Para avanzar mas en la consistencia analitica de las ecuaciones de campo
necesitamos expresar estas ecuaciones mediante operaciones diferenciales, lo cual se
consigue inmediatamente aplicando los teoremas del rotacional y la divergencia a las
ecuaciones integrales presentadas anteriormente:

Ley de Gauss O

&

fEOdgz

Ley de Faraday-Maxwell {Eodi _ —iIEod§ uxF. 0B
C dtS B

Conservacion flujo magnético ﬁ.dg -0 VeB=0

Ley de Ampére ﬁ,d;:ﬂdg VxB=ul
v dt

— —— —
Conservacion de la carga §J-dS+J'—pdv=o Vel 0
ot ot
Hasta ahora sabemos que la Ley de Faraday-Maxwell, la conservacién de la carga y la
conservacién del flujo magnético son ecuaciones consistentes en condiciones de

campos variables con el tiempo.

Supongamos que la ley de Gauss es también valida para campos variables con el
tiempo. Si calculamos la derivada parcial con el tiempo y aplicamos la
— conservacion de la carga tenemos

P o O
—(VoE): € t_ & =>Ve|lJ+e—|=0
2 or OE ot
— :V.a—
t

de modo que el campo J+&dE/dt verifica también una ley de conservacién
de flujo analoga al caso del campo magnético. Maxwell fue el primero en

A
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dar un argumento fisico que prueba la validez del resultado anterior mediante el caso
de un condensador eléctrico en proceso de carga. La imagen muestra un cable por el
que circula una densidad de corriente J. Las lineas del campo J se distribuyen por la
placa del condensador modificando su carga y variando el campo E=0/¢, donde o es la
densidad superficial de carga en la placa del condensador. S es una superficie cerrada
sobre la que hacemos un calculo del flujo del campo J+edE/ot. Por la simetria del
campo solo estaran afectadas las superficies verticales delantera S, y trasera S; de
modo que tenemos, considerando la direccién opuesta de los vectores superficie S; y
Sz

I=1Js, w0

- QE\| = d
J+e— |0dS=0=-JS, +&6—(ES,)—> =0, >1=—
fl7-e) e (E5,) > {005, {1~

=2
&

resultado que es consistente con el proceso de carga del condensador y en general
con la ley de conservacién de la carga. Hay que decir que hemos aplicado resultados
de electrostatica para el campo eléctrico E=0/¢, de modo que hemos hecho una
aproximacion cuasiestatica. Sin embargo el ejemplo no deja de ser fisicamente
posible, experimentalmente contrastable y no viola ninguna ley conocida. Por tanto
tenemos argumentos fisicos para considerar que la ley de Gauss es también valida
para campos variables con el tiempo; y ya son cuatro las leyes validas en condiciones
dinamicas del campo.

Finalmente comprobaremos la ley de Ampére en condiciones dinamicas. Si
calculamos la divergencia y aplicamos la ley de conservacion de la carga tenemos

lo cual significa que la distribucién de carga p(r,t) no puede variar con el tiempo, y esto
solo es posible en condiciones de campos estacionarios independientes del tiempo. El
problema procede de que la divergencia de la densidad de carga J no es nula en el
caso de campos variables con el tiempo; pero hemos visto que la divergencia del
campo J+edE/ot es siempre nula. Es evidente por tanto que podemos sustituir la ley
de Ampeére por esta otra

VxB:y{J+£aEJ
ot

Desde luego la ecuacion anterior es un resultado matematicamente apetecible de cara
a tener un sistema de ecuaciones consistente para campos variables con el tiempo;
pero debemos dar una justificacion fisica del resultado con la entidad suficiente.
Estamos de suerte, por que el argumento de la carga del condensador visto
anteriormente es aplicable en este caso. En el espacio entre placas la corriente de
conduccion es nula:J=0y por tanto la ley anterior es

= OE
VxB=pue—
ot
lo cual nos dice inmediatamente que en el espacio entre placas, aunque no exista

corriente J, debe existir un campo magnético B; y este campo debe ser solenoidal
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rodeando el campo E, es decir, perpendicular al campo E como si fuese el caso del
campo magnético alrededor de una corriente eléctrica real. Esto puede ser puesto en
evidencia observado el comportamiento de una pequena brijula en el espacio entre
placas o mediante experiencias similares a las limaduras de hierro; y por tanto las
fuentes del campo magnético no son exclusivamente corrientes eléctricas (ley de
Ampére), sino que la variacion con el tiempo del campo eléctrico es también una
fuente del campo magnético. Esta es la ley de Ampere-Maxwell y completa un sistema
de ecuaciones consistente para campos eléctricos y magnéticos variables con el
tiempo

ECUACIONES DE MAXWELL
Ley de Gauss ifE-dgzlJ‘pdv VeE_L
& &

Ley de Faraday-Maxwell ﬁ-d? _ —iﬁ-cﬁ UxE o _@

- dtS ot
Conservacion flujo magnético fﬁ.cﬁ:o VeB=0
Ley de Ampére-Maxwell ﬁodizyj(?w@}cﬁ VXEZ#[7+g£j

v S ot ot
Conservacion de la carga §7°d§+fg—fdv=0 V.7+2_,z::0

Los campos variables con el tiempo se propagan como una onda.

La conclusiébn mas importante de las ecuaciones de Maxwell es que los campos
variables con el tiempo se propagan segun la ecuacion de ondas. Para ver esto, y en
base al analisis de campos presentado en el trabajo sobre mecanica de fluidos,
calculemos el rotacional de la ley de Faraday-Maxwell de este modo

—ngE:—y§(7+gi—Ej 0°F o7
VX(VXE): d SVZE—HE—f:V[Ej-F,U—J
V(V —) = [pj = ot & ot

o |-V°E=V| = |-V°E
&

Calculando el rotacional de la ley de Ampére-Maxwell obtenemos un resultado analogo

para el campo magnético
T — - 0°B —
VxJ+e—VXE |=uVxJ—pue — ’B
'u( ot ] . Mo :>V2B—y,ga :
t

VX(VXE)Z =—VxJ

v(VeB)-v'B=-v'B

Vemos inmediatamente que en el espacio exterior a las fuentes (p=0,J=0) los campos
eléctrico y magnético siguen la misma ecuacion de ondas con una velocidad de fase

1 . . .
c=——. Resulta que la velocidad que se deduce de la relacion anterior corresponde

Jue

con mucha exactitud con la velocidad de la luz, al menos en el vacio y en el aire; de
modo que se puede decir que la luz es una onda electromagnética. Como
consecuencia de esta identificacion debemos recordar que la mayoria de los medios
Opticos materiales por los que se propaga la luz: cristal, agua...son dispersivos ; lo que
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significa que la velocidad de la luz en un medio material, y su indice de refraccién n,
varia con la frecuencia concreta de cada rayo de luz (onda electromagnética): c(w);
fendmeno conocido en Optica previamente al Electromagnetismo y descrito en la
ecuacion de Cauchy del indice de refraccion. Recuerde el lector la imagen de la
dispersién de un rayo de luz en sus componentes a distintas frecuencias (colores) al
atravesar un prisma de vidrio, hecho descubierto por Newton. El vacio es
practicamente el Unico medio fisico no dispersivo. La dispersién es la causa de la
descomposicion de un rayo de sol en rayos de distintos colores al pasar por un prisma
de cristal. Para el caso de campos que varian arménicamente a una frecuencia w
dada, esto significa que las constantes eléctrica y magnética en un medio material
distinto del vacio dependen de dicha frecuencia: ¢(w), y(w). Por tanto, las ecuaciones
de Maxwell para campos variables con el tiempo que hemos encontrado, son validas
en rigor solo para campos que varian armoénicamente, es decir, con una frecuencia
temporal w determinada; y por tanto, sequn las mismas ecuaciones de Maxwell, las
correspondientes fuentes del campo también deberan variar arménicamente con la
misma frecuencia temporal w. Los campos independientes del tiempo también pueden
incluirse en este contexto asignandoles una frecuencia temporal nula : w = 0. Mediante
el analisis de Fourier el caso general de fuentes que varian arbitrariamente en el
tiempo se puede descomponer en una combinacién lineal de fuentes que varian
armonicamente a frecuencias determinadas; y en tanto el principio de linealidad de las
fuentes sea aplicable al medio fisico en cuestion, el campo resultante sera la suma de
los campos creados por las distintas componentes armonicas.

Es obvio decir que comprender la interaccién entre campos y materia es un objetivo de
la mayor importancia. Hay que decir que la velocidad de la luz en un medio depende
también de temperatura Ty presién p por tanto debemos aceptar en general e(w,T,p),
U(w,T,p) en un medio material de modo que las ecuaciones de Maxwell requieren
también T,p constantes. Si bien estas restricciones son ciertas, también es cierto en
general que para bajas frecuencias los valores de y,e son muy similares al caso de
campos estéticos. Sin embargo aun es posible una formulacién del electromagnetismo
tal que y,e sean auténticas constantes fisicas universales. Pero esta formulaciéon debe
ser a escala atémica y considerando efectos cuanticos incluyendo particulas como
electrones , protones, iones...En efecto el medio entre estas particulas es el vacio y
los valores g, & para el vacio son constantes fisicas universales.

La fuerza de Lorentz en el contexto de campos variables con el tiempo.
Conservacion del impulso mecanico, del impulso angular y de la energia en un
campo electromagnético.

Anteriormente hemos presentado la fuerza de Lorentz como un resultado experimental
para campos estaticos. De la misma forma que hemos hecho con las ecuaciones de
Maxwell debemos investigar la validez de la fuerza de Lorentz en el contexto de
campos variables con el tiempo. Para ello vamos a introducir la fuerza sobre una
densidad de carga y de corriente en volumen. Esto es posible ya que, como
consecuencia de las leyes de Gauss y de Ampere-Maxwell, los campos E,B estan bien
definidos en el interior de las distribuciones en volumen de cargas y corrientes( aunque
no es el caso para distribuciones puntuales, lineales o superficiales). Si tomamos un
elemento de volumen dv de nuestro sistema en el que existe cierta densidad de carga
p 'y cierta densidad de corriente J la fuerza de Lorentz correspondiente es

df:pdvaidv@:ii:}:paixﬁ
v
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donde f representa la fuerza por unidad de volumen v sobre las cargas y sobre las
corrientes. Podemos resolver p,J directamente con las ecuaciones de Maxwell. La
expresion que se obtiene es algo complicada; pero puede mejorarse la simetria
sumando cero, y manteniendo las unidades, mediante las ecuaciones de Maxwell

e(VeEJE+ { VxB- g;]xg :?H%(EXE):E{(V.E)E_EX(VXE)}+i{(v.E)E—EX(VXE)}

—\= — — H
+i(VOB)B+5(VxE+a—B)xE
7 ot

f=

Los términos entre llaves tienen la misma estructura matematica. Analizamos la
primera llave utilizando del desarrollo del triple producto vectorial, con cuidado de
senalar el factor que no es afectado por la derivacién como E, y se comporta como
una constante: Eox(VxE)=V(Eo e E)(E0 e V]E

podemos pasar de la constante E, a la variable E facilmente aprovechando las
propiedades de la derivada del producto de modo que obtenemos este resultado para

la primera llave : (VoE)E+(EoV)E—%V(EOE)

Podemos percibir mas claramente la estructura tensorial del resultado anterior
expresandolo en componentes cartesianas. Para la componente vectorial j, obtenemos
una expresion dependiente de dos indices i,j con el criterio usual de suma en los
indices repetidos. En esta expresion introducimos el tensor elemental 6; de modo que
resulta lo siguiente para la componente j:

(£,v.E)+(EV,E, —%v JEE)= vi(EjE,. —%E%‘UJ

La llave correspondiente al campo magnético tiene un desarrollo paralelo. Definiendo
la matriz (tensor) simétrica T, (i=fila, j=columna) convenientemente obtenemos la
divergencia de este tensor en la formula de la fuerza por unidad de volumen

1 1 1
Tij:E(EIE,-——Ezéijj+—(BjBi——Bsz) - 9= =
2 u 2 :>f+£a—(E><B):VOT
4

VT, =VeT

integrando este resultado en un volumen V limitado por una superficie cerrada Sy
aplicando el teorema de la divergencia para tensores tenemos

[+ 5 ExB)j=fvorarfras

donde el argumento de la ultima integral es el producto matricial del tensor T por el
vector dS. Aplicando la segunda Ley de Newton de la mecanica tenemos

- dF dmdv dv

T~ ~wa a
donde p,, es la densidad de /la masa afectada por la fuerza de Lorentz. En el caso de
la fuerza de un campo magnético sobre la corriente de un metal conductor, en principio
la fuerza de Lorentz actla sobre el gas eléctrico. Pero es evidente que las fuerzas
internas del metal transfieren la fuerza del Lorentz al resto de la masa del metal de
modo que se mantenga su estabilidad quimica interna. Continuando con el proceso de
integracion tenemos

J.{Pc:l +€§(E><B)}V =fdm:+J£;(ExB)1V =%I§dm+g%jfx§dv
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y en total, si p significa el momento mecanico total en el volumen de integracion,
tenemos

*fof ) fras

- p+ngdev _§TdS
Esta ecuacion recuerda fuertemente el principio de conservacion del impulso mecanico
en un sistema aislado, siempre que asignemos al campo electromagnético una
densidad de impulso mecénico de valor ¢éExB=DxB, conocido como impulso de
Minkowski, y si justificamos de forma consistente que la integral del segundo miembro
puede ser despreciable.

Imaginemos que inicialmente nuestro sistema esta en un estado estatico y por tanto
los campos no varian con el tiempo. Acto seguido empiezan a evolucionar con el
tiempo y sabemos que los cambios en el campo se propagan en el espacio en forma
de onda a la velocidad de la luz. Por tanto es posible tomar una superficie de
integracién lo suficientemente grande de modo que en un instante dado t los cambios
en el campo no hayan llegado a la superficie S. De este modo en el instante ¢ los
campos en S son campos estaticos y estos campos varian con la distancia como 1/R°
o potencia superior. Esto es suficiente para justificar dos cosas:

1-Que, si por la superficie S no ingresa materia o impulso electromagnético externos y
tampoco sale materia, entonces el sistema delimitado por S es un sistema aislado ya
que tampoco puede salir impulso electromagnético interno por el limite de la velocidad
de la luz.

2-Que el valor de la integral sera despreciable cuando R—infinito, ya que la superficie
varia como R?y las componentes del tensor T como 1/R*

Por tanto, para un sistema electromagnético aislado se verifica el principio de
conservaciéon del impulso mecanico de esta forma

%[;Hﬁxﬁdv]:o

La confirmacién fisica del impulso electromagnético corresponde al fenémeno fisico de
la presion de radiacion de forma que una onda electromagnética que rebota en un
espejo ejerce una pequena fuerza sobre dicho espejo debido al cambio de su impulso
mecanico.

Una vez probado que el resultado obtenido es compatible con el principio de
conservaciéon de la cantidad de movimiento debemos interpretar el tensor T como el
flujo de impuso mecéanico que atraviesa una superficie S. De este modo el resultado

%[}wﬁ@d&:f%ﬁ

significa que el impulso mecénico perdido o ganado en el interior de la superficie S no
desaparece ni viene de la nada; sino que atraviesa la frontera S hacia su exterior o su
interior. Aunque en este desarrollo el impulso de Minkowski aparece claramente
relacionado con la radiacién electromagnética, existe un valor alternativo: el impulso
de Abraham. El lector puede informarse sobre esta controversia, que solo se da en
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medios dieléctricos distintos del vacio, en la seccion sobre electrodinamica relativista.
Finalmente, note el lector que el resultado encontrado no tiene validez general y es
valido solamente para un observador en reposo con el correspondiente medio
dieléctrico material de constantes (¢,u).

Siguiendo la mecanica clasica, si multiplicamos vectorialmente la expresién diferencial
asociada a la fuerza por unidad de volumen por el vector de posicion r tenemos
nuevos campos relacionados con el momento angular, y dado que el vector de
posicién es una constante para la operacién derivada parcial con el tiempo /0t

;x?+g% ;X(EXE)]Z;XVOT

En el apéndice del trabajo sobre mecanica de fluidos aparece la misma expresion
formal del segundo miembro. Alli se demuestra que si T es una matriz simétrica, como
es nuestro caso : T;=T;, entonces el segundo miembro se puede expresar asi

0 -z y Txx Txy sz
rxVeT=—Ve[rxT)=—Ve|| z 0 —x|T, T, T,

BE 0 sz sz Tzz

donde la matriz antisimétrica con las componentes del vector posicion corresponde a
la forma matricial para el producto vectorial. En suma

rxf el (ExB]-—vefrxr)

En este resultado podemos reconocer inmediatamente el primer término como el
momento de fuerzas mecdénico. Si consideramos el segundo término como un
momento de fuerzas del campo la expresién completa es consistente con un principio
de conservacion, ya que —-rxT se puede interpretar como el flujo del momento de
fuerzas por unidad de superficie y unidad de tiempo. Sin embargo hay un detalle
importante que no debe pasarnos desapercibido en la interpretacion de este resultado
y es que el vector r representa un punto de observacion del campo y no es el radio
vector a una particula moévil. Por tanto podemos interpretar r como el punto de
aplicacion de una fuerza pero no como el desplazamiento de una particula, lo cual nos
impide hacer una interpretacién en funcién del momento angular mecanico. En efecto
segun la mecanica clasica, si r es el vector posicién de una particula se verifica
;xfz;xi(m;) =i(;><m;)=d—L
dt dt dt
donde L es el momento angular mecanico de la particula. Por tanto, si multiplicamos
por dtla ecuacién de campo que hemos obtenido ,el término rx fd: no corresponde en

general al momento angular de la mecanica clasica.

Podemos profundizar mas en esta cuestion multiplicando vectorialmente por el vector
r la ecuacion de Ampére-Maxwell

;xngzy(;x7+g;xa§—E]
t
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Si expresamos la densidad de corriente como J=pv es evidente que el término
correspondiente es proporcional a la densidad de momento angular mecanico salvo un
factor constante correspondiente a la relacion masa/carga de las particulas. La
apariciéon de este factor hace evidente que este resultado no va a ser consistente con
los resultados encontrados mediante la fuerza de Lorentz si consideramos que rx fdr

es un momento angular de la mecéanica clasica. Por supuesto esto se puede
interpretar pensando que hay mas fuentes del momento angular en la materia que los
previstos por la mecénica cldsica. Ademds estas nuevas fuentes, mientras sea valida
la fuerza de Lorentz, no deben afectar al impulso mecéanico neto, lo cual es una pista a
favor de la existencia de giros intrinsecos en la materia, como los casos cuanticos del
giro de un electron alrededor del nucleo atomico o incluso el Spin de una particula
elemental. Mas adelante veremos energéticamente este tipo de fuentes.

El vector de Poynting y el principio de conservacion de la energia en un campo
electromagneético.

La expresién ExB se conoce como vector de Poynting y es un campo vectorial que
debemos analizar en términos de su divergencia y su rotacional para encontrar sus
fuentes segun las prescripciones del teorema de Helmholtz. Calculemos en primer
lugar su divergencia. Siguiendo las reglas presentadas en el trabajo sobre mecanica
de fluidos para el calculo con campos tenemos

v.(Exg):B.(vXE)_E.(vXB):_B.%f_,,g.[m%’f]

dividiendo todo por y y agrupando términos tenemos

1V-(EXB):—J-E—6(8E2+1BZJ

Y7, ot\ 2 2u
un analisis de unidades nos dice que el producto escalar de J por E tiene unidades de
potencia por unidad de volumen y es inmediato ver que este producto corresponde a la
potencia mecanica transferida por la fuerza de Lorentz segun la mecanica clasica, ya
que J es igual al producto de la densidad de carga por la velocidad del elemento de
carga J=pv. No hay indicios en este resultado de términos energéticos asociados las
fuentes alternativas del momento angular sefialadas en el apartado anterior, aunque
mas adelante los introduciremos. A partir de esto vemos también que los términos del
paréntesis tienen unidades de densidad de energia por unidad de volumen. Se trata
por tanto de la densidad de energia por unidad de volumen asociada al campo
electromagnético. Por tanto tenemos que el campo vectorial de Poynting esta
directamente relacionado con las modificaciones energéticas producidas en el propio
campo y en sus fuentes. Para determinar el significado fisico del vector de Poynting
basta integrar la expresion anterior en un volumen limitado por una superficie cerrada
S, lo que mediante el teorema de la divergencia nos lleva a

L{(ExB)eds=-[ToEa _d(‘f jEzdv+1szdv]

Uy dr\ 2 2u
El segundo miembro representa la energia perdida o ganada en el instante dt para el
sistema limitado por la superficie cerrada S. Segun el principio de conservacion de la
energia, en todo instante dt la energia perdida o ganada en el interior de S no puede
desaparecer ni aparecer de la nada. De este modo la integral del vector de Poynting
en la parte izquierda debe corresponder con el flujo de potencia electromagnética que
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atraviesa la superficie S en el instante df; bien sea hacia el interior o hacia el exterior
de S. Note el lector que, para que esta interpretacion sea consistente, debemos elegir
S de modo que no debe existir materia (cargas, corrientes...) que atraviesen dicha
superficie; lo cual supondria una pérdida o ganancia de energia adicional cuyo flujo no
esta representado por el vector de Poynting.

Potenciales del campo electromagnético.

Supongamos un sistema electromagnético en el que conocemos completamente los
campos eléctrico y magnético y las correspondientes densidades de carga y corriente.
Mediante las ecuaciones de Maxwell podemos intentar una descripcion del sistema
basada en funciones potenciales en vez de los propios campos electromagnéticos. Si
aplicamos las ecuaciones de Maxwell al teorema de Helmholtz, presentado al inicio de
este trabajo, tenemos para el caso del campo eléctrico

470, t)— LU gy IE(r Do as
ey ‘ ‘r d = 47 E(r, t)——§ pr, t) J’E(r t)odS' +V x J-GB(r [)/& .[E(r -
4;:?(?,:):'[63‘” DI 4, T(r D o ds V‘ ‘r 4 ' ‘ ‘r '
r—r

Vv

Las funciones [Q,FJ son potenciales validos para el campo eléctrico y por supuesto el
teorema de Helmholtz también nos lleva a los correspondientes potenciales para el
campo magnético. Estos potenciales tienen en general gran dificultad de calculo; pero
existen otras formas para definir funciones potenciales de calculo mas sencillo
directamente a partir de las leyes de conservacion del flujo magnético y la ley de
Faraday-Maxwell. Partimos del potencial magnético A definido de la misma forma que
en el caso estético : el rotacional de A es el campo magnético B ; a esto anadimos una
generalizacion del potencial escalar @ estatico

POTENCIALES ELECTROMAGNETICOS l¢,ZJ DERIVADOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL

Conservacion flujo magnético.

VeB=0

B=VxA 3V-E=V-(VXZ)=0

Ley de Faraday-Maxwell

ot

V><E:—aB2V><{E+66AJ=O
t

Ez—V¢—%4:>V><(—V¢):

Aparentemente no hemos hecho mas que un cambio de variables de modo que, en
funcion de los potenciales [qﬁ,Z] las correspondientes leyes de Maxwell son
consecuencia de las propiedades matematicas de los operadores gradiente,
divergencia y rotacional. Pero en lo que afecta al campo vectorial A solo hemos
determinado sus fuentes correspondientes al rotacional y no hay ninguna condicién
sobre sus fuentes asociadas a la divergencia; y ambas cosas son necesarias para
determinar matematicamente un campo vectorial segun el teorema de Helmholtz.
Aplicando los potenciales [¢,ZJ al resto de las ecuaciones de Maxwell

ECUACIONES DE MAXWELL EN TERMINOS POTENCIALES

Ley de Gauss

VoE:E

p)
. -V ¢__+a (v A)

Ley de Ampére-Maxwell

— _ E 9% A
VxB=yu J+56—E
ot or
=

o¢

VxVxA= ,u(] eangzﬁ g—j:>

VZA- g ——=—uJ +V| ug—=+VeA
iz pw! u [w py j
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Si podemos elegir, la siguiente elecciéon para la divergencia de A, conocida como
gauge de Lorenz simplifica las ecuaciones asi

3¢ p
V- ue -
¢ ot? &

He ot = %A -
\Y A—,uga—zz—,uJ
t

de modo que el gauge de Lorenz es equivalente a que los dos potenciales, escalar y
vectorial, verifiquen el mismo tipo de ecuacion diferencial : la ecuacion de ondas con
inclusion de las fuentes. Note el lector que una capacidad de eleccion relativamente
arbitraria de la divergencia descrita en el teorema de Helmholtz también es aplicable al
menos en el caso de campos electromagnéticos variables con el tiempo confinados
espacialmente, como el caso de circuitos eléctricos o guias de onda. En todo caso el
gauge de Lorenz y otras posibles elecciones de la divergencia de A deben justificarse
mediante los resultados obtenidos. El lector puede ver un andlisis de la ecuacioén de
ondas para el potencial escalar @ en el trabajo sobre la ecuacién de ondas, resultando
un calculo preciso de @ mediante la técnica de los potenciales en retardo de Lienard-
Wiechert. Dado que se verifica la misma ecuacion de ondas, este calculo se extiende
directamente al caso del potencial A. Con el gauge de Lorenz los potenciales se
pueden calcular de modo preciso mediante la técnica de los potenciales retardados y
también adquieren cierto significado fisico al propagarse de la misma forma
ondulatoria que la energia, el impulso mecanico y angular y los campos eléctrico y

magnético. Note el lector que los potenciales [Q,fJ que aparecen directamente en las

ecuaciones no son potenciales retardados, ya que solo dependen del tiempo de
observacién ty no de tiempos anteriores al de observacion.

Calculo vectorial y campo magnético. Fuerzas y momentos sobre un circuito.

Sea un circuito eléctrico simple C formado por un lazo cerrado de cable conductor de
seccion recta constante S por el que pasa una corriente J constante de intensidad
I=JS. Analizaremos el efecto de la fuerza de Lorentz cuando este circuito esta
afectado por un campo magnético externo estatico. Por tanto si tomamos como
sentido de circulacién del segmento dI el de la propia corriente eléctrica la fuerza
sobre este elemento de corriente sera

dF =JSdIxB=1IdIxB:I=JS

La fuerza neta sera la integral de linea sobre el circuito C de la expresion anterior, y
podemos utilizar los teoremas integrales presentados en el apéndice del trabajo sobre
mecanica de fluidos. Recordando el teorema extendido de la divergencia de un campo
vectorial arbitrario f, para cualquier superficie abierta limitada por el circuito C

Vf,
§?(X,y,z,t)><di = J.VO?(x,y,z,t)dg—J.dgo 4
C S S vfz
en nuestro caso
VB, VB,

F—-1{Bxdi=-1§(v e BUS-§d5 0| VB, || = 1{dse| VB,
¢ VB. VB

z
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es importante mantener el orden de multiplicacion de los diferenciales ya que
manejamos operaciones matriciales no conmutativas. El resultado es en general de
calculo complejo, pero para el caso especial en que el campo B puede considerarse
constante tenemos F=0y el campo magnético no ejerce ninguna fuerza neta sobre el
circuito (o dipolo magnético en general). La dependencia de la fuerza con el gradiente
del campo magnético que muestra el resultado anterior es el hecho relevante del
experimento de Stern-Gerlach que permite distinguir los dos valores posibles del
momento magnético intrinseco del electron (Spin). Pasamos ahora a calcular el
momento de fuerzas sobre el circuito C debido a la fuerza de Lorentz

frxdF =-1fr<(Bxdi)

C c
esta es otra integral de linea sobre la que se pueden aplicar los teoremas integrales
conocidos, pero introduciendo la forma matricial del producto vectorial.

Teniendo en cuenta que debido al caracter antisimétrico de la matriz asociada al
producto vectorial su traspuesta equivale a un cambio de signo tenemos

0 -z vy 0 -B. B, |d, 0 -z vy 0 -B, B, \|[dS,
fre(Bxal)=f| = o x| B 0 -B|d |=[rr} = 0 -x| B 0 -B|{ds,
¢ ‘\-y x 0)\-B, B, 0 \di. 5 -y x O0)-B B 0 ds.

y x

Donde S es cualquier superficie abierta limitada por el circuito C. El rotacional del
producto de dos matrices también se calculo en apéndice de la mecanica de fluidos
con este resultado

X

== =T=rT =r\=r (= T=r 0 _az a-"
rot (ab)]rz(Vx)(b a )z((Vx)b )a —(b (Vx)j a ; (Vx)= _aéy (;) —sx

y en nuestro caso, si (r),(B) representan las matrices antisimétricas correspondientes
al vector posicion y al campo magnético tenemos

[ordn® [ =B = (v®n + BV ¢

si limitamos de nuevo nuestro estudio al caso de campo magnético constante el primer
sumando del resultado anterior se anula y para el segundo tenemos

o -B, B ) O -8, 8, | (-B.2.-B,0, B,d, B.d,
B, 0 -B|o, 0 -o.|=| Ba, ~B.d, - B0, B0,
-B, B, 0 \-8, &, O B,0, B0, ~B,d,-B,0,

haciendo la traspuesta y multiplicando por la matriz restante (r) tenemos?

-B,0,-B,0, B0, B0, 0 -z vy 0 B, -B,
B0, -B.,0,-B,0, B0, z 0 -x|=|-B, O B,
B0, B0, -Bo0,-Bo, \-y x O B, -B, 0

2 .z . . . . .
En la seccion siguiente se presenta una forma mas elegante y concisa de realizar estos calculos
matriciales en componentes.
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La traspuesta de este resultado, que equivale a multiplicar sus componentes por -7 ya
que es una matriz antisimétrica, corresponde al rotacional buscado; de modo que el
teorema integral correspondiente que nos lleva al calculo del momento de fuerzas es

0 -B B \ds,

fredF=tfrx(Beai)=—1]| B. 0 B |as, :_zjgxdszz[jds]xgzmg
c c s ~B, B 0 Jlds. s s

X

Evidentemente el momento de fuerzas es una magnitud fisica medible bien

determinada. Pero el resultado que encontramos depende de la superficie vectorial S .
La superficie vectorial no coincide en médulo con la geométrica, por ejemplo la
superficie vectorial de una esfera (superficie cerrada) es cero; sin embargo podemos
albergar dudas sobre el resultado encontrado si no demostramos antes que /a
superficie vectorial es independiente de la superficie de integracion que se elija.
Podemos ver esto rapidamente utilizando el teorema integral utilizado en el calculo de
la fuerza:

Vf,

if?(x,y,z,t)xdi:jVOF(x,y,z,t)dg—J.dgo ny

C S S sz

si elegimos como campo f() el radio vector r=(x,y,z) de nuestro sistema de
coordenadas tenemos

1 00
§;Xdi:§v.;‘d§_§d§.g ! ?:35_53523;”2

y este resultado nos dice que, efectivamente, la superficie vectorial es un valor
independiente de la superficie de integracion S elegida. Ademas la superficie vectorial
se define mediante suma de productos vectoriales y por tanto es también un vector. Si
hacemos el cambio de sistema de coordenadas r—rytr’ , correspondiente a un
desplazamiento, vemos inmediatamente que el término asociado a rp en la integral de
linea se anula. De este modo vemos que la superficie vectorial S es independiente del
sistema de coordenadas utilizado y es un vector que se mantiene idéntico a si mismo
por giro y/o desplazamiento del sistema de coordenadas utilizado.

De este modo la magnitud 75, producto de la intensidad del circuito por su superficie
vectorial también conocido como momento dipolar magnético m, es una magnitud
vectorial independiente del sistema de coordenadas. Esto es andlogo al caso del
momento dipolar eléctrico, magnitud que es también independiente del sistema de
coordenadas en materiales con carga neta nula. Debido a esta circunstancia
matematica estas magnitudes son de la mayor importancia fisica y de hecho se
emplean en la descripcidén de la polarizaciéon y la magnetizaciéon de la materia. En el
caso magnético la descripcién clasica de la magnetizacién de la materia se basa en la
hipdtesis de Ampére segun la cual en el contexto de la naturaleza eléctrica de la
materia existen corrientes elementales a nivel atomico que se comportan como la
espira que acabamos de analizar. Estas corrientes pueden tener sus superficies
vectoriales paralelas de forma natural y crearan por agregacién un campo magnético
propio; esto seria un iman natural. En otros caso, las superficies vectoriales estan
orientadas al azar y el material no es un iman natural. Pero, de la misma forma que las



Introduccién al Electromagnetismo 39

limaduras de hierro se alinean en presencia de un campo magnético en la experiencia
de Faraday, estos circuitos elementales pueden ser afectados por un momento de
fuerzas ante un campo magnético externo que hace girar su superficie vectorial para
quedar paralela y del mismo sentido que el campo magnético. Esto genera un campo
magnético neto y el material acaba magnetizado por induccién externa.

Desarrollo multipolar de los potenciales estaticos eléctrico y magnético.

En ausencia de discontinuidades u otras condiciones de contorno, los potenciales
estaticos eléctrico y magnético son los siguientes
1 o)
p(r)=

dres,

J(r)
I

av'

r—r'

Ay M
av'; A(r)=—
(r) 4ﬂ£r_,

y comparten la misma funcion del inverso de la distancia. El desarrollo multipolar se
basa en una aproximacion en serie de este término supuesto que el punto de
observaciéon del campo respecto al origen de coordenadas (r) es mucho mas lejana
que la posicién de las fuentes del campo respecto al mismo origen de coordenadas
(r). El desarrollo multipolar proporciona una aproximacion util del campo mas alla del
caso de cargas puntuales, esferas cargadas perfectamente simétricas, corrientes
constantes rectilineas o con simetria cilindrica perfecta.

Por supuesto el célculo de los potenciales puede ser complejo dependiendo de las
funciones densidad. Sin embargo el desarrollo multipolar ofrece aproximaciones
sencillas y de validez general aplicables en una gran variedad de situaciones; lo cual
es de gran utilidad. Suponemos una distribucion genérica de cargas puntuales {q.}
acotada en un volumen V. Colocamos nuestro sistema de coordenadas en una
posicion centrada respecto a dicho volumen; esto no concreta mucho pero veremos
que es suficiente para nuestra aproximacion. Designamos el vector numerador de una
carga o masa ncomo r’, y el punto de observacién del campo como r. Para una carga
determinada r’, su potencial asociado en el punto de observacién r varia segun una
funcién inversa de la distancia entre dicha carga y el punto de observacion. Esta
funcién tiene la caracteristica de que si el punto de observacién del campo se aleja
suficientemente podemos tomar los valores r), formalmente como pequefas
variaciones 6r del punto de observacion r, de modo que podemos plantear el siguiente
desarrollo en serie de Taylor respecto al punto r de observacién del campo

r= (xl ’xz’x%) - cortl 1 C 0!
_ —)‘r+5r‘ :r"—me— +72xmxﬂ17—) o
5}’ == _(xln’ x2n’x3n) i axi r 2 iJ . a xi’ xj r
un célculo de las derivadas de primer orden da or”! 1 or
ox; |, r’ ox, . or”
ﬁr ax,' -
—=2x. 4

X,

i

r2=2x12.:>2r
j

y los potenciales hasta segundo orden multipolar son

— —_ — —_

- - - - |1
A ;A:A0+A1+....=iIdV'J(V') S+l
4z r

r3

1 1
¢:¢0+¢1+...:—Idv'p(r') —+—
47&5“/ r r
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En el caso del potencial eléctrico @ reconocemos el término monopolar @, con carga

neta Q:Jdv'p(r')y el dipolar ®; con momento dipolar E:J'dv'? p(r'). En rigor, el
\4 \%4

desarrollo multipolar no es aplicable en general en el punto de observacién del campo

r=0. Sin embargo podemos introducir conceptos limite modificando la distribucion real

haciendo que su volumen V tienda a cero pero manteniendo los valores netos

Q,p....de la distribucién original de modo que los polos eléctricos se acercan tanto

COMo queramos

Q(r'=0) = Lim, ,[dv' p(r') ; p(r'=0) = Lim, , [dv'r p(r')

Con esta aproximacion asignamos los valores Q,p,...al punto r'=0. Esto supone una
modificacion de la distribucion original, observable solo en zonas relativamente
cercanas a dicha distribucién. A cambio de esto podemos utilizar el calculo vectorial
sin restricciones en todos los puntos del espacio sobre los campos asociados a los
sucesivos términos multipolares; incluso en el punto de observacién r=0. Si calculamos
el campo asociado a un dipolo eléctrico localizado en cualquier punto r’ del espacio:

o | B o L s N L B P s

3 3 3
dre dre dre

‘r—r'

‘;—r' ‘r—r'
Podemos identificar fisicamente este resultado mediante el campo de dos cargas
eléctricas iguales y opuestas (polos) separados cierta distancia. En términos de los
potenciales de dos cargas puntuales iguales y opuestas

a7 |- d¥r 7o)

———=Lim-, -, — =Lim-, - — =
Al r+—)r7 i\l 1 r —r ] Al
‘ ‘ ‘r—r,“r—m ‘r—r,ur—m

Lim-, - ——

+ -

alr, -7 )e -

{

r—r'-

Lim-, -
r',—r

- _l 1]
‘r—r_”r—r+

y si hacemos que g aumente de modo que la cantidad q(?;—?',) se mantenga
constante en el limite, reconocemos inmediatamente el potencial dipolar con
p(P=r_)=Lim. - qlr,~r"_). De esta forma los polos eléctricos se vienen a comportar

como los polos magnéticos, que estan cercanos entre si tanto como queramos ya que
no podemos aislarlos. Podemos ver que mientras la ecuaciéon de Laplace es valida
para el término monopolar con la Unica excepcion del caso r=0, el campo dipolar
verifica la ecuacion de Laplace en todos los puntos del espacio, incluido r=0. Si por
simplicidad tomamos el dipolo eléctrico p localizado en r'’=0 tenemos

0

dred(r) = = +;0 V%....; 0= Idv'p(r'),; = J.dv';'p(r') constantes, =
Vv Vv

Vzg:O;r;tO

v ;.v% = px VXV% +(;.v)v%:(;.v)v% 7 r 1 o o
VE(mJl]Ep.w? = (pe 7)ol {pv vl oo oo
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Note el lector que, aunque hemos asignado a p la posicién r'=0 también debemos
considerarlo como un campo p(x,y,z)=constante desde el punto de vista del calculo
con operadores diferenciales; y como tal campo puede expresarse en distintos
sistemas de coordenadas relacionados con el sistema cartesiano (x,y,z) del
observador.

De este modo el campo eléctrico asociado al término dipolar Ei=-vg tiene

divergencia nula en todos los puntos del espacio VeE; =0, lo cual es analogo al caso
del campo magnético VeB=0; y por tanto podemos percibir cualquier campo

magnético mediante lineas cerradas que salen y entran por el punto correspondiente
al dipolo magnético, lo mismo que el dipolo eléctrico.

Para el caso del potencial magnético el término monopolar A, es nulo en general ya
que la densidad de corriente esta completamente contenida en el volumen de
integracion V. Para calcular A; simplificamos la densidad de corriente al caso de un
pequefio tubo cerrado de corriente de intensidad constante / de modo que tenemos

J(r)dv'=J(r)Sdr'=1dr'= A = ijdv'j(r')ir : - ﬂlg §(; . ;y;'
dry, r 47

c

donde los vectores J y dr’ son paralelos y S es el &rea de una seccion recta de la
corriente. Note el lector que, de este modo, hemos transformado la integral de
volumen en una integral de linea para un circuito cerrado C. Para el calculo de esta
integral de linea recurrimos al calculo vectorial, incluyendo el doble producto vectorial y
la forma tensorial del teorema del rotacional que también hemos utilizado en la seccién

anterior
(For)ar=(radrr-rrxar)= §l; )d=(§ .d,»}_ (e
C C C

Mediante el teorema del rotacional vemos facilmente que la integral entre paréntesis
es nula : V'x+'=0. Por otro lado, los vectores entre paréntesis (r),(r') de la Gltima integral
son las matrices antisimétricas asociadas a dichos vectores. Aplicaremos el teorema
del rotacional a esta ultima integral segun la siguiente férmula (ver apéndice mecanica
de fluidos)

[rot' {(;')(;) }]T = {(;)(V‘x)}r (;')

en vez de realizar los calculos directamente en forma matricial, los vamos a desarrollar
en componentes utilizando los resultados del apéndice del trabajo sobre cinematica y
dinamica del sélido rigido. Una matriz antisimétrica M se puede representar en
componentes de este modo

0 -my m,
M =(my)=| my 0 —my|=—g;m
-m, m 0

donde m; ;5 son las componentes del vector equivalente a la matriz antisimétrica y &«
es el tensor alternante. Recordando la relacién entre el tensor alternante ¢ y el tensor
elemental 6; podemos calcular lo siguiente

X0, :glijgkmjxla|m =0y9,,%0,—6 5k'xla'm:xka'i_é‘ik('xlayl): [(r)(vyx)]ik

(}")(V‘X) = gijlg im m Im™i,

Jkm



Introduccién al Electromagnetismo 42

la dltima igualdad indica simplemente que la matriz resultante tiene i como indice de
fila y k como indice de columna. Siguiendo con el teorema del rotacional trasponemos
este resultado y multiplicamos por la matriz antisimétrica (r’) de este modo

{(’_’)(V'X)}T (;) = —[xia'k —0y (xla'l )]gmknx;z = 81 Emin (xla'l x;z )_ X Epin0'k x;l = 01O E min X1 = XiEminOkn = EmirXi

la derivacién parcial ha generado nuevos tensores elementales 6 de modo que
podemos reconocer en el resultado final la matriz antisimétrica (r) multiplicada por -1

0 z -y
(Emilxl)z -z 0 X
y —-x 0

el rotacional buscado sera la traspuesta de este resultado, lo que nos lleva a

A orJar=§leNhar = fror{xlas = [reas =rx5 = A =Lorsx

c c v v ar r

Este resultado evidencia la aparicién del momento dipolar magnético m=1s para la
aproximacion multipolar del potencial magnético. Una corriente estacionaria arbitraria
se caracteriza por la divergencia nula de la densidad de corriente : VeJ=0; lo cual
supone que las lineas del campo J son cerradas; es decir, una corriente estacionaria
equivale a la suma de un conjunto de circuitos elementales de seccion recta dS e
intensidad dl constante en todo el circuito dI=JdS, aunque posiblemente Jy dS
puedan cambiar de un punto a otro del circuito elemental. Con esto, el potencial vector
serd la suma de todas las corrientes elementales d/

A= [dA - H jdl(i{fﬁl’jﬂ:” [ JdS'(;fr'xdl'jxr};:::T[l _[r'deV']xrr}; dV'=dS'dl

3

) Az i roAT W)

donde hemos utilizado la férmula integral obtenida anteriormente para la superficie
vectorial. También se ha utilizado el paralelismo de Jy dl de modo que finalmente

hemos incluido la integral de linea en una integral de volumen.

La magnitud %:%j?‘x?(r')dV‘
o

se conoce como el momento magneético de una distribucion estacionaria de corriente;
lo cual se refleja en el hecho de que J no es funcién del tiempo. Siguiendo el esquema
del desarrollo multipolar para el caso del campo eléctrico, podemos definir el momento
magnético puntual m como el limite de la integral cuando el volumen V’ tiende a cero,
pero modificando r' y J de modo que el resultado corresponda con el momento
magnético de la distribucion real

—_ = 1 R —
m(r'=0)=Limy._,y > Ir'x J(rdv'
5

de este modo el andlisis multipolar produce campos a los que se puede aplicar el
célculo vectorial en cualquier punto del espacio. En el caso del momento dipolar
magnético el campo asociado procede del rotacional del potencial vector A7 y
podemos expresarlo para un dipolo situado en cualquier punto r’ del espacio como
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- —3
‘r—r' 4r ‘r—r" r—r 4 ‘r—r"

- 1 - .
donde hemos utilizado V-—r3 =-Vv?—=45(r). Por analogia con el campo del
r r

dipolo eléctrico E; podemos poner

R n(r)elrr)

3

1|

‘r—r

Podemos contrastar este resultado con el campo magnético generado por
un circuito circular recorrido por una intensidad / constante tal como se
representa en la imagen adjunta; con el circuito perpendicular al eje z y
centrado en el origen de coordenadas. El campo correspondiente es

B=* M;;r) M d”X!r r! M drxr r'xdr'
B_EI dv'= j J 47[!

— =3 - — —3 3
v ‘r—r' 4ry ‘r r" !

‘I" r ‘r r'

si restringimos el calculo a los puntos del eje coordenado z las integrales anteriores se
simplifican asi

j d;'ii S ;73 de;'zo : '.';Xdi': _ 173J‘;Xd;'= 725
vir—r ‘r—r' ‘r—r'

i vir—r!

% ‘r—r'

donde S es la superficie vectorial de la espira. El campo sobre el eje z resulta ser

3
r—r'
donde a es el radio de la espira y m el momento dipolar de la espira. Si ahora
aplicamos el resultado derivado del analisis multipolar a nuestra espira,
particularizando el campo para el eje ztenemos

s b e
con el siguiente célculo de la derivada
o(F = o -
—(z‘r—r j ‘r r —3z‘r r —‘r—r‘ o o o )
o2 0z - 2ﬁ(z‘r—r' 3j:‘r—r' 3—3‘}’—1" ) L =
\r_rvz:(;_;-).(;_7)32\;_;2\;_7:z(;_;).g * r-r
Z

en nuestro caso el dipolo estaria en el origen de coordenadas r’= 0 y tenemos

2
s m 2 e o)

para valores z >> a el campo magnético sobre el eje z segun el analisis multipolar y
segun el célculo directo son indistinguibles
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En general para distancias cercanas a la espira el campo sobre el eje z difiere
notablemente entre el valor real y la aproximacién multipolar. Esto no debe
extrafarnos y debemos pensar que esta discrepancia se puede aminorar incluyendo el
siguiente término de la aproximacién multipolar : el campo cuadrupolar. Sin embargo el
campo dipolar todavia incluye un término en &(r) para el campo que solo es relevante
para r=0. En el caso de la espira real este término parece no tener significado ningun
fisico y en general, si concebimos segun la hipdtesis de Ampére que cualquier campo
magnético, natural o artificial, esta asociado a algun tipo de corriente o0 movimiento de
particulas o material eléctrico similar al caso de la espira nos veremos en dificultades
para interpretar fisicamente este término. Sin embargo el lector comprobara que este
problema, relacionado con las fuentes alternativas de momento angular senaladas
cuando se discutio el principio de conservacion del momento angular, aparecera mas
veces en lo que queda de texto y relacionado con cuestiones fundamentales.

Si podemos interpretar la corriente J(r) mecanicamente como el desplazamiento de
particulas cargadas podemos poner J=p.v .Si ademas todas las particulas son
iguales, con la misma carga y la misma masa tenemos que la densidad de masa p,, es
proporcional a la densidad de carga : p.=(e/m)pn, , donde e es la carga de la particula y
m su masa. Esto nos lleva a relacionar el momento magnético de una distribucion de
corrientes con su momento angular mecanico L

— 1 ¢ - e - — e =
m=—|r'xpvdV'=—|r'xp vdV'=> m=—1L,;
2):, P 2m;/‘., P 2m
La relacién encontrada entre m y L, que justamente es una consecuencia de la
hipétesis de Ampeére, se suele generalizar introduciendo un factor numérico g que

adapte la férmula anterior a los diferentes casos experimentales

m=23%T
m

[\

La relacion anterior aparece en experimentos como el efecto Zeeman, que muestra el
efecto de un campo magnético sobre los niveles de energia cuanticos de los
electrones atomicos. Realmente el efecto Zeeman es el contexto en el que
esperariamos ver las corrientes de Ampeére en accién encarnadas en el movimiento de
los electrones dentro del atomo. Pese a que el andlisis cuantico no muestra estas
corrientes como esperariamos en una imagen clasica, es cierto que en el analisis
cuantico aparece de forma natural la relacion anterior entre my L y de esta forma, si
bien no podemos hablar de corrientes de Ampére clasicas para los electrones
atdmicos, si es cierto que las consecuencias de cara a la magnetizacion de la materia
son las mismas que en la imagen clasica. El lector interesado puede ver un andlisis del
efecto Zeeman en el trabajo sobre mecanica cuantica.

Esta relacién entre el momento magnético y el momento angular también se pone de
manifiesto en el efecto Einstein-DeHass, en el que se magnetiza (m) un material
ferromagnético (iman natural) mediante un campo magnético externo. Al hacer oscilar
la intensidad el campo magnético externo hay una variacién del momento magnético y
segun el resultado anterior una variacién en el momento angular mecanico AL de los
electrones del material ferromagnético. La conservacion del momento angular requiere
que el resto del material experimente una variacién de momento angular —AL que es
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observable en forma de un pequefo giro oscilante de iman natural. A la inversa
también funciona : si provocamos un giro oscilante de un material ferromagnético
respecto a un eje, también aparece una magnetizacion en la direccién de la velocidad
angular; fenémeno conocido como efecto Barnett.

El lector puede ver también una introduccién al analisis multipolar en Introduccion al
modelo Copernicano y la gravedad de Newton.

Energia electromagnética y energia potencial.

En la fisica clasica Newtoniana la energia potencial se distingue por no depender del
impulso mecéanico; como es el caso de la energia cinética. Por tanto, por una parte la
energia potencial puede calcularse en condiciones estaticas del sistema y por otra
también debe participar en la evolucion dindmica del sistema para cumplir con la
validez incondicional del principio de conservacion de la energia. Sin embargo el
concepto clasico de energia potencial puede y debe generalizarse en el contexto del
electromagnetismo. Hemos visto en la seccion sobre conservacion de la energia en un
sistema afectado por fuerzas electromagnéticas que la densidad de energia por unidad
de volumen u almacenada en el campo electromagnético para medios lineales es
u= .+ L%
2 2u

Si es el caso que podemos descomponer el campo total en suma de lineal de dos
componentes ,1y 2, la dependencia cuadratica produce este resultado

=£(E +Ea)2+i(§1 +Ez)2 —E12+ E2+{€E1 -Ez}+—Bl +ng +{l B 032}

2 2u 2u u
el resultado incluye la suma de densidades de energia asociadas a los campos
componentes 1 y 2, pero debido a la dependencia cuadratica también aparecen
densidades de energia asociadas al producto escalar de los campos componentes,
gue se han resaltado entre llaves. Segun el principio de conservacion de la energia
estos términos cruzados estan asociados a la energia de interaccion entre los
sistemas 1y 2, es decir a la correspondiente energia potencial. Veamos esto en el
caso sencillo de dos cargas puntuales en reposo gy Q; donde Q ocupa el origen de
coordenadas y q esté localizada por el vector r,

Uzgjl_f] oEzdv—&‘ j— ‘: :00‘ v=—%$ [v%j.‘_;—_;or dv

r—ro

y segun la siguiente relacién del calculo vectorial presentada en el trabajo sobre
mecanica de fluidos : v-(f(?)E(?))=§(?)-Vf(?)+ f(r)\Veg(r) podemos descomponer la
integral en dos términos

vlJrrOd_vlrro V;szlﬂds Vi _—d
J( r .‘; ro‘ I ‘r ro‘ J. ‘r 1’0‘3 ' Jr ‘V—VO‘ +I ‘r ro‘ '
donde hemos utilizado el teorema de la divergencia y las propiedades analiticas de la

funcién asociada al potencial de la carga q. Es evidente que si se extiende la integral a
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todo el espacio la integral de superficie se anula ya que la superficie aumenta
proporcionalmente a r# mientras que el factor correspondiente disminuye como 1//°;
por otro lado el Laplaciano equivale a -4 6(r-ry) y por tanto

U :5J‘El OEzdv:—qQ1(—47[J‘i5q;f—ro>ivj: 90

dre dn 4rer,

resultado que es evidentemente la energia potencial de la interaccion entre las cargas
puntuales gy Q.

Vamos a calcular ahora la energia potencial en el caso de un sistema formado por dos
subsistemas :

1-Un campo eléctrico/magnético constante.

2-El campo de un dipolo eléctrico o magnético. El resultado de esto serd el calculo de
las correspondientes energias potenciales.

Los potenciales escalar y vector correspondientes a un dipolo eléctrico p y un dipolo
magnético m localizados en el origen de coordenadas (r’=0) son

4 = 1 ;o; - _,u%x;
P 4%‘ r3 k) m 3

iy 4 r
y los correspondientes campos seran

e e L N T B

dre r dre r dre r

B, :ﬂv{mjr]:ﬂHV.;J_(m.v)rg}ﬂmm)_ﬁr(m.v)rg

4z r 4z

donde hemos utilizado Vv -%: —Vzl:47z5(;) . Hay que hacer notar en este punto que la
r r

discontinuidad esencial del campo magnético asociado al término &(r) se debe a la
consideracién del dipolo magnético como puntual, y en este sentido este término tiene
una justificacion matematica. Fisicamente podemos pensar que en realidad el limite
puntual no es posible y podemos prescindir de este término. Pero veremos que en el
caso de distribuciones en volumen de dipolos (y por tanto no puntual) este término,
una vez integrado, adquiere un significado relevante relacionado con la magnetizacion
de materiales. Tenemos por tanto dos campos, eléctrico y magnético, formalmente
idénticos para r#0. De este modo, si expresamos el campo de un dipolo magnético en
funcion del gradiente de un nuevo potencial escalar de la misma forma que para el
campo eléctrico de un dipolo eléctrico tenemos

L per

3

El’ :_v¢p ;¢p:47ZE'
r

- — mer
Bm:ﬂmé(r)_v¢nz ;¢m:i 3
4 r
lo que nos llevard a unas energias potenciales similares para los casos del dipolo
eléctrico y magnético, como veremos a continuacion. Por aplicacién de las identidades

operacionales vectoriales, el teorema de la divergencia y suponiendo que no existen
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fuentes del campo E en el volumen de integracion tenemos la siguiente forma para la
energia potencial de interaccion U, en el caso eléctrico

U, =—£IV¢p o Edv
14

Vo(qﬁpf):Vg/)p -E+¢I,V-E =U, :—SIV-(¢pE)dv:—g§¢pE0d§:—gioiwpdg
VOEZO 14 N N

si ahora consideramos que el campo E en el volumen de integracion es constante, o
bien un valor promedio <E> en el volumen de integracién tenemos
U, =-¢(E)e{4,dS
S

la integral de superficie se desarrolla facilmente a partir del doble producto vectorial y
recordando el concepto de angulo solido

— e — 1 - ~ d_ —_ = o _ =
igépdS:ﬁS pr;rdSZE:[p[r:ﬁSj+r%x(dep):§+ﬁ:[rL3x(dep>

dado que el dipolo p (r=0) esta dentro del volumen de integracion V. Para la integral
restante recurrimos al calculo con las matrices equivalentes asociadas al producto
vectorial y al correspondiente teorema de la divergencia sobre matrices (tensores)
visto en el trabajo de mecanica de fluidos
PR P = - 1 -
[ Lox(pxas)- —j(—SJ(p)dS =—jv{—3(rXp)}dv
sT s\ v r
donde los términos entre paréntesis son los tensores (matrices) antisimétricos
equivalentes a los vectores correspondientes. Aplicando las reglas de célculo vistas en
el trabajo sobre mecanica de fluidos tenemos
1 Y= 1) () 1 ~\— 3- (y) 1 -\~
I | N N o RN ) B PN R o
el resultado nulo se debe a las siguiente operaciones expresadas en términos
matriciales

0 z -y 0 z -y
;0(;):()( y z)-z O X :o;v-(?):(ax 6y 0,]-z O x |=0
y —-x 0 y —-x 0

y resumiendo cuentas, la energia de interaccién entre un dipolo eléctrico y un campo
eléctrico constante resulta en

U, =-pe(E)

Note el lector que este resultado es independiente del volumen de integracién mientras
este volumen contenga al dipolo p (r=0).

En el caso del dipolo magnético en un campo magnético constante B, un andlisis
matematico directo produce el siguiente planteamiento

U, = —ljwm -Edwj%-ﬁ&(?)@
IUV \4

v-(¢mE)=v¢moE+¢mv-E
VeB=0
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A partir de aqui, y tal como se dijo antes, prescindimos por razones fisicas del término
asociado a d(r) correspondiente a un dipolo puntual, lo que produce siguiendo un

desarrollo paralelo al caso del dipolo eléctrico U,, =—z71o<§> ; y este es el resultado que

la teoria clasica del electromagnetismo aplica por ejemplo al caso de una espira
recorrida por una corriente. Si tomamos la expresion completa del campo, incluyendo
el término &(r) , el resultado es U,, =0; lo cual es un resultado absurdo fisicamente.

Note el lector que el célculo de las energias resulta independiente del volumen de
integracién elegido. Esto hace que se puedan definir los campos promedio <E>,<B>
como el limite del campo sobre el dipolo cuando el volumen de integracién tiende a
cero; o con mas sentido fisico, el volumen de integracién tiende a las dimensiones del
dipolo. El resultado indica que un giro de los momentos dipolares en un punto
determinado del campo supone una variacion de la energia potencial: positiva si el
movimiento es forzado y negativa si el movimiento es natural o espontaneo, tal como
el giro de una brujula al alinearse con la direccion del campo magnético. También
habra una variacidén energética si los dipolos se desplazan a zonas de mayor 0 menor
intensidad del campo. La fuerza asociada a este gradiente del campo, siempre dirigida
naturalmente a zonas de mayor intensidad del campo, es una explicacion para las
fuerzas de atraccion intermolecular de Van der Waals; ya que la estructura atomica de
las moléculas provoca la aparicion de dipolos eléctricos, como el caso de la molécula
de agua H-O. En todo caso desde el punto de vista tedrico-formal esta fuerza sobre
dipolos eléctricos/magnéticos es una extension de la fuerza de Lorentz, que solo es
vélida para cargas netas. Suponemos también en esta disquisicién dindmica que los
momentos dipolares afectados se mantienen constantes en médulo y esencialmente
mantiene su estructura fisica interna; de modo que las energias correspondientes al
giro o desplazamiento del dipolo proceden o son absorbidas por entidades externas o
por la aceleracion o giro mecanico intrinseco de la masa mecanica del dipolo. Es decir,
la estructura interna del dipolo se mantiene en la interaccion y existe cierto mecanismo
fisico que permite la transferencia de las energias potenciales de las que hablamos a
energias cinéticas propias de la mecanica. Este mecanismo se describe mediante la

férmula F.=-vU_; donde U, es energia potencial y F; la fuerza mecanica Newtoniana

(masa x aceleracion) correspondiente; el gradiente es sobre las variables de posicién
del dipolo puntual eléctrico o magnético (o su centro de masas). En el caso de los
momentos magnéticos veremos que esta conservacion de la estructura interna
depende de la conservacion del médulo del momento angular en mecanica cuantica.

Imagine ahora el lector un sistema material electromagnético que incluye un dipolo
magnético m (un pequefo iman por ejemplo), un dipolo eléctrico p y que se esta
moviendo con velocidad v en el contexto de un campo eléctrico constante E. Segun los
resultados anteriores existe una energia potencial U, de interaccién entre el dipolo
eléctrico y el campo eléctrico. Pero ademas, para el observador en reposo, el
movimiento del campo magnético asociado al dipolo magnético implica la existencia de
un campo eléctrico E’ inducido por el movimiento relativo segun la electrodinamica
relativista (ver mas adelante). De esta forma existe un término de energia potencial
asociado al producto de estos dos campos eléctricos : E, E. Segun el principio de
relatividad, la existencia de esta interaccion fisica debe ser independiente del sistema
de coordenadas elegido y también debe existir desde el punto de vista de un
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observador inercial en reposo instantaneo con nuestro dipolo magnético. Para este
observador la electrodinamica (ver mas adelante sobre las transformaciones
relativistas del campo entre observadores en movimiento relativo uniforme) nos dice
que existe también un campo magnético B’ externo al dipolo que para bajas

velocidades respecto a la luz se puede aproximar por E*:%XE. La existencia de un
C

dipolo magnético hace que este observador mévil deba también considerar la
interaccion entre este campo magnético B’y el dipolo magnético m del sistema de esta

forma
U'm:_m.g:_m.[ixgjz_[mxVZJ.E
C C

En todo este punto estamos haciendo correcciones relativistas derivadas del problema
descrito en la seccion Insuficiencia del electromagnetismo clasico en situaciones
fisicas que incluyen el movimiento relativo. En esta misma linea y siguiendo el
esquema de la energia potencial gravitatoria de la aproximacion correspondiente a la
fisica de Newton, debemos considerar a las energias potenciales invariantes entre
sistema de coordenadas inerciales; al menos para bajas velocidades respecto a la luz.
De todo esto concluimos que para el observador inicial en reposo el movimiento
relativo de un dipolo magnético induce un dipolo eléctrico adicional p’ de valor

1

p'=mx

dipolo p’ que debe sumarse linealmente a cualquier dipolo eléctrico preexistente p para
el observador en reposo. La existencia de este dipolo inducido p’ permite explicar la
interaccion desde el punto de vista del observador inicial en reposo en el contexto del
campo eléctrico E constante. Vemos por tanto que, dependiendo del observador, la
energia potencial se valora como eléctrica 0 magnética; pero su valor numérico se
mantiene.

Un razonamiento similar se puede hacer en el contexto de un campo magnético
constante B para el observador en reposo y un sistema electromagnético mévil. En
este caso la electrodindmica relativista nos dice que el observador movil en reposo
instantaneo respecto al sistema electromagnético percibe también un campo eléctrico
de valor
E'=vxB
y por tanto existe para dicho observador mévil la correspondiente energia potencial
dipolar eléctrica
T 2 o B o N
y con las mismas consideraciones anteriores, el observador en reposo debe
considerar que la velocidad relativa de un dipolo eléctrico p induce un dipolo
magnético m’ que verifica
m=pxv: U,=U",
dipolo m’ que debe sumarse a cualquier dipolo magnético preexistente m para el
observador en reposo.
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Debido a la tendencia a la minima energia de los sistemas fisicos, una particula con
un momento magnético m y/o un momento dipolar p intrinsecos experimentara una
fuerza correspondiente al opuesto del gradiente de U,, U, . Ofra justificacion de esta
fuerza estd en la mecanica analitica, donde el gradiente de la energia potencial
aparece de forma natural en las ecuaciones de Euler-Lagrange (ver trabajo sobre
mecanica analitica). De este modo debe modificarse la fuerza de Lorentz con términos
extras para describir la fuerza neta sobre una particula de carga g , momento
magnético m y momento dipolar p

F=qE+V(peE)+ qvxB+VlmeB)

Los casos de dipolo eléctrico moviéndose en campo exclusivamente magnético y
dipolo magnético moviéndose en campo exclusivamente eléctrico desafian la intuicién
clasica y, mas alla del principio de relatividad y el de minima energia, es dificil
visualizar la fuerza que esta actuando en estos casos. En este contexto se habla en
algunos ensayos cientificos de impulso mecanico oculto, sobre todo en el caso de
campos electromagnéticos estaticos.

La modificacion de la fuerza de Lorentz tiene consecuencias profundas, ya que los
principios de conservacion presentados en secciones anteriores se han hecho
utilizando la forma clasica de la fuerza de Lorentz.

El campo eléctrico en medios no conductores.

Por lo que sabemos hasta ahora, a nivel microscopico la materia esta formada por
entidades quimicas que son las moléculas y los atomos. A su vez estas entidades se
componen de particulas que mantienen una carga estable : los electrones y los
nucleos atomicos (protones y neutrones); y el medio fisico en que estas particulas
evolucionan es el vacio. Mediante fuerzas de tipo quimico las moléculas y atomos
mantienen una entidad fisicamente distinguible agrupando una cantidad determinada
de electrones y nudcleos atémicos. Sin embargo, la accién de un campo externo
produce cambios fisicos asociados a la polarizacion eléctrica de las moléculas. Si las
moléculas tienen polaridad eléctrica intrinseca por razones de estructura quimica,
tenderan a alinear su polarizacion con la direccion del campo eléctrico externo; de
modo que todas estas contribuciones suman, al estar en la misma direccién, y
producen un efecto de polarizacion macroscépica en el material. Si las moléculas no
son intrinsecamente polares, y en todo caso, aparece una componente de
polarizacién inducida en las moléculas y &tomos debido a que los electrones y nacleos
tienden a buscar potenciales minimos. Esto provoca una ligera separacion respecto
de la distribucion de estas particulas en la molécula respecto a cuando no actuan
campos externos. Estas polarizaciones inducidas son también una poblacién de
vectores en la misma direccién y suman para producir un efecto macroscopico en el
campo eléctrico. En todo caso, es posible que esta polarizacion inducida sea
despreciable frente a la posible polarizacién quimica intrinseca de la molécula y
también es posible lo contrario.
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Imaginemos un campo eléctrico en el vacio. Introducimos un medio no conductor en el
campo y queremos saber los cambios fisicos que experimenta el campo. Segun el
parrafo anterior la accién del campo eléctrico sobre medios no conductores presenta
cierta complejidad : el campo externo modifica la polarizacion en las moléculas,
polarizacién que lleva asociada un campo propio que se suma al campo externo
modificandolo, lo cual vuelve a modificar la polarizacion........ Tenemos por tanto un
proceso transitorio que desde el punto de vista termodinamico finalizara cuando el
sistema alcance el estado de minima energia posible en el que habra unos valores
determinados para el campo eléctrico E y para la polarizacion del medio P. En
termodinamica el trabajo realizado por el sistema We en un proceso cuasiestatico en el
que la fuerza generalizada es el campo E y el desplazamiento generalizado la

polarizacién p producida en la materia vale
fin
W, = j Eedp
Si conocemos la distribucion dipolar final resultante en el medio dieléctrico y ya que
conocemos la férmula del potencial creado por un dipolo podemos calcular el campo
potencial asociado a la polarizacién @, de este modo partiendo de un elemento de

volumen material Av’ polarizado

dre,Ap, = A;o@ = P(r)Av'eV'— 17' :P(r) = AE'
‘r—r" ‘r—r Av

donde r indica el punto de observacién del campo, r’ la posicién del dipolo material
elemental Ap, Av’ es el correspondiente volumen elemental y P(r)) la correspondiente
densidad dipolar. La densidad dipolar P(r) es un nuevo campo vectorial que vamos a
suponer continuo y con las propiedades de analisis matematico necesarias. Note el
lector que el operador gradiente se aplica sobre la variable r’ que numera los dipolos
materiales elementales. Una aplicacién inmediata del algebra del operador gradiente
en coordenadas r’, segun se explica en el trabajo sobre mecanica de fluidos, produce
el siguiente resultado

drg A, =| PO o V' |Av'=| Ve P(™) _VeP(r)

Av'
‘r—r ‘r—r ‘r—r'

integrando este resultado sobre el volumen ocupado por el material dieléctrico
obtendremos el campo potencial asociado a la polarizacién del dieléctrico

4y 4, = J‘V‘°P(r‘)d J‘V. ‘P(r‘ _J‘ ‘°P(r) § P(r) .ds,

[

donde se ha utilizado el teorema de la divergencia sobre el conjunto de superficies
cerradas {S;} que limitan el volumen del material dieléctrico, numeradas por el indice i .
Seguln este resultado podemos reconocer la existencia de las siguientes densidades
de carga superficiales op y en volumen pp asociadas a la polarizacion

=P(r')en; _[(Ppdv' opdS';
pP:_v‘OFO,)}MO N

En el caso de los conductores, la ley de Ohm corresponde a la definicién del campo
eléctrico macroscépico en el interior de un conductor, y el lector debe notar que adn no
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tenemos una definicion para el campo eléctrico macroscopico en el interior de un
dieléctrico.

En el contexto microscépico, el campo en el dieléctrico seria el resultante del campo
creado en un punto de observacion por todos los electrones y nudcleos de las
moléculas. Es evidente que este campo tendria variaciones importantes en el espacio
:si cerca o lejos de un nucleo atdmico, y en el tiempo :si se acerca o aleja un electron;
y por tanto una descripcion exacta de este campo microscépico es inviable. En cambio
podemos pensar en la existencia de un campo que sea un promedio del campo
microscopico asociado a cada elemento de volumen Av’ que manejamos en las
integrales. Estos elementos de volumen seran lo bastante pequefios como para poder,
como estamos haciendo, utilizar el calculo integral y lo bastante grandes como para
que los campos promedio macroscépicos eléctrico/magnético y de
polarizacién/magnetizacién tengan valores constantes en dichos elementos y que
varien suavemente en el tiempo. En caso de ondas electromagnéticas moviéndose en
un dieléctrico material esto significa que su longitud de onda debe ser mucho mayor
que el tamano correspondiente de estos elementos de volumen. Para longitudes de
onda mas bajas cabe esperar fendmenos cuanticos no clasicos como el efecto
fotoeléctrico. Esta es una situacion parecida a la de los elementos de volumen de
materia en la termodindmica clasica. Aun siendo ciertas estas consideraciones, o mas
importante desde un punto de vista fisico es como obtener una medida de este campo
promedio macroscoépico del que hemos hablado. La forma mas aparente para medir el
campo en un punto del dieléctrico es hacer algun tipo de hueco centrado en dicho
punto y hacer la medida del campo a partir de la fuerza que ejerce sobre una carga
muy pequefa. En rigor matematico debemos llevar este proceso al limite haciendo que
el volumen ocupado por el hueco tienda a “cero” Av'—0, lo que aproximara cada vez
mas la medida del campo a su valor correcto. En el proceso de medida realizamos
una modificacién en el material (hueco) lo que tiene como consecuencia la creacién
en la superficie interior del hueco de cierta densidad de carga de polarizacién; segun
los resultados encontrado anteriormente. Esta alteracion nos hace pensar que el
proceso de paso al limite puede depender de la forma de hueco elegido: si elegimos
un hueco esférico o uno cubico, la contribucién de la polarizacién al campo medido
puede ser diferente y producir valores diferentes del campo en el paso al limite. Este
inconveniente se puede solucionar utilizando una forma para el hueco que minimice o
anule el efecto de la carga superficial de polarizacion; por ejemplo un cilindro alargado
en la direccién del vector Polarizacion. En este hueco la densidad superficial en los
laterales del cilindro es nula y solo queda la contribucién en las secciones circulares de
los extremos. Si en el paso al limite mantenemos la longitud del cilindro, pero hacemos
que el area de la seccioén circular tienda a cero, las contribuciones de los extremos
también seran despreciables. Finalmente tenemos una medida del campo eléctrico en
el dieléctrico que no esta afectada por las cargas superficiales que aparecen al intentar
realizar dicha medida; y por tanto tenemos una base fisica para el concepto de campo
eléctrico macroscépico en el interior de un dieléctrico.

Pero note el lector que la medida del campo descrito es fisicamente una medida en el
vacio; lo cual esta de acuerdo con el promedio del campo microscépico, ya que en el
medio fisico en el contexto microscépico es también en vacio.
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El desplazamiento dieléctrico.

Hemos definido el campo eléctrico en un medio no conductor (dieléctrico) pero aun no
tenemos una relacion funcional entre este campo eléctrico y el campo de polarizacién.
Debemos suponer que el campo eléctrico definido verifica las ecuaciones de Maxwell y
en concreto el teorema de Gauss: el flujo del campo sobre una superficie cerrada S es
proporcional a la carga contenida en dicha superficie.

— =1
fEeds=—3Aq,

&y

donde los valores Ag; corresponden cargas puntuales en que puede dividirse la
distribucion de carga, la suma de cuyos campos genera el campo total E. Note el lector
que utilizamos la constante dieléctrica del vacio €, para la ley de Gauss y por tanto nos
colocamos en la escala atdémica del medio material. Si esta distribucién de carga
puede dividirse en una densidad en volumen para el volumen encerrado por Sy una o
varias densidades sobre las superficies {Sy} internas a S (huecos internos), podemos
expresar el teorema de Gauss asi

§SEodS:;)[Ipdv+Zk:jadek]

Note el lector que hemos utilizado la constante dieléctrica del vacio €, y este resultado
se puede aplicar directamente al caso de un dieléctrico que contiene una distribucion
de carga en volumen limitada por las superficies internas cerradas {S,}. En este caso
la densidad de carga relevante sera la suma de las correspondientes densidades {p.} y
de la densidad de carga, tanto en volumen como superficial, asociada a la
polarizacién, de modo que tenemos

i —_ 1 —_ —_ —_
fEeds=—> [pdv+Y [PedSi—[VePdy
s ol % ks,
pero segun el teorema de la divergencia sobre el campo de polarizacion tenemos
JV'FdVZIF°d§+Zj;°d§k
s k s,
que aplicado al teorema de Gauss produce la cancelacion de los términos superficiales
de {Sy}
§S(50E+P)-ds=;jpkdv=g
donde Q representa la carga real en el interior de la superficie S, sin necesidad de
considerar el efecto de la polarizacién. Tenemos de esta forma una relaciéon entre los

campos E y P que podemos expresar mediante un nuevo campo D o campo de
desplazamiento dieléctrico, con las siguientes propiedades analiticas

V.B:zpk
k

VxD=VxP

Ds,E+P=

La divergencia del campo D corresponde exclusivamente a cargas distintas de las de
polarizacién del dieléctrico y sus lineas de campo nacen y mueren en cargas distintas
de las de polarizacion. Si es el caso en que las Unicas cargas presentes son de
polarizacién las lineas del campo D son cerradas. El campo de polarizacién P(r) es no
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nulo solo en el medio material correspondiente, pero los campos D(r),E(r) existen mas
alld del material, por lo que es necesario especificar las condiciones de frontera de
estos campos con el medio material. En el caso mas general, el campo eléctrico
dependiente de un medio material verifica el siguiente sistema de ecuaciones y
condiciones de contorno

V’B:Zpk(;)

k
VxE=0 ...
D=¢g,E+P(E)

donde n es el vector unitario perpendicular a la superficie de separacién entre los
medios 1 y 2 y apuntando desde el medio 1 al medio 2 en el punto considerado; t es
cualquier vector unitario tangente a la superficie de separacibn en el punto
considerado. La funcion P(E) debe conocerse previamente, al menos cualitativamente,
para obtener soluciones del sistema anterior.

Es necesario investigar experimentalmente la relacion causal P(E) en cada material.
Para la mayoria de los materiales la polarizacion del dieléctrico depende de la
intensidad del campo externo en el mismo punto del dieléctrico; excepcion hecha de
los materiales naturalmente polarizados o electretos. La relacion funcional mas sencilla
es la lineal, homogénea (independiente de la posicién) e isétropa (independiente de la
direccidn): P=égyE, donde ¢ es una constante numérica independiente del punto
concreto en el dieléctrico denominada susceptibilidad dieléctrica. De este modo, para
este tipo de materiales lineales, homogéneos tenemos

B=80E+§€OE=€E; g=go(1+§):>l_)=g£_?

lo que muestra que el efecto de la polarizacién en el campo eléctrico E en los medios
lineales, homogéneos e isétropos equivale a utilizar una constante dieléctrica € que
dependera de cada medio y su estado fisico (temperatura, presion...). En el caso en
que la relacién P(E) es tal que € es un numero real que depende de la posicidn: g(r) ,
entonces tenemos

VOB:Zpk :(Vg)OE+5VOE
k
VxB:VXE:(Vg)thSVxE

De la relaciéon entre el electromagnetismo y la Optica sabemos que el indice de
refraccién de la luz en un medio dieléctrico es proporcional a &, y una relacioén &(r)
significa un indice de refraccién variable que provocara cambios en la trayectoria de
los rayos de luz (o0 en general ondas electromagnéticas) respecto a la trayectoria recta
en un medio is6tropo. De esta forma, y en medios suficientemente lineales, es posible
medir g(r). Dado que la mayoria de medios Opticos son dispersivos € dependera
también de la frecuencia w de la onda y, por supuesto, € depende de la temperatura
del medio; de modo que gradientes de temperatura generan gradientes de ¢.

Energia eléctrica en un medio lineal, isétropo y homogéneo:(lih)

En general el calculo de la energia electromagnética en un medio material cualquiera
dependera de sus propiedades eléctricas y magnéticas. El caso mas secillo es el de
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los medios /ih. En su momento se presenté la densidad u de energia por unidad de
volumen de campo eléctrico en un medio lineal con valor proporcional al cuadrado del
campo eléctrico. Podemos ahora introducir el campo Dy los potenciales eléctrico @ y
magnético A asociados al gauge de Lorenz de esta forma en un medio lih

Py Ny, S L P By
2 2 2 ot

y aplicando el siguiente andlisis Vo(¢5)=V¢oB+¢VoB:V¢-B+¢p

donde p es la densidad de carga libre (no polarizada) del campo, llegamos a

1 10A — 1 —
= —gp-——""eD-——VelpD
. 2¢p26z' 2°(¢)

en una situacién estatica dA/0t=0 y en forma integral, aplicando el teorema de la
divergencia obtenemos lo siguiente para la energia total del campo eléctrico

U= Limy_,, - j dodv—Lim,_,., - j Ve (¢B)dv _1 j dodv—Lim,_,, j ¢DedS

2V 2V 2V' 2S
donde V’ representa el volumen ocupado por las cargas libres asociadas a una
densidad de carga en volumen p (no de polarizacidén) que son fuentes del campo en el
medio dieléctrico lineal, ya que fuera de V’es p=0 y nula la contribucién a la integral
correspondiente. Si en nuestro sistema existen conductores, entonces tenemos que
considerar sus densidades superficiales de carga 0. Esto es posible analizando la
segunda integral del resultado anterior. La superficie S se puede descomponer como
la union de las superficies {S’} internas al volumen de integracion V'y que limitan los
objetos conductores y la superficie S.. que encierra a todo el sistema y que se hace tan
grande como queramos

Lim, ,,[¢DedS =Y Lin_ [ D;edS;+Limg_, [pDedS
s i ' S; S,

esta descomposicién es valida ya que en el interior de un conductor el campo eléctrico
en condiciones estaticas se anula, no hay polarizacién (o es despreciable) y por tanto
es D=¢,E+P=0. Dado que el potencial ®; en cada conductor i/ es constante podemos
sacarlo fuera de la integral correspondiente. Ademas sabemos que D es perpendicular
a la superficie del conductor en un dieléctrico lineal y mediante las condiciones de
contorno introducimos la densidad superficial de carga o;

Di Odg;- :—O'ia’S,j

Recuerde el lector que el vector dS’;apunta en este caso al interior del conductor como
consecuencia de la aplicacién del teorema integral de la divergencia; y de ahi el signo
negativo en la expresion anterior. Finalmente consideremos la integral sobre S.. A
distancias grandes de V’y {S’} el potencial ® decrece como r’ y el desplazamiento D
como r?. De este modo, si se extiende la integral a un volumen muy grande que
contenga las cargas libres, tenemos que ®D varia proporcionalmente a r® y la
superficie S varia proporcionalmente a . Esto hace que en el limite de volumenes
muy grandes la integral de superficie varie como r’ llegando a ser un valor tan
pequeno como queramos. En suma la energia eléctrica de un medio lineal que incluye
conductores cargados es

1 1
U _E;[,¢MV+EZQi¢i
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donde la integral se extiende al volumen V’ ocupado por las fuentes del campo
representadas como densidades de carga en volumen y el sumatorio se extiende a los
conductores cargados (Q). Un conductor descargado no contribuye a la energia
eléctrica del sistema; aunque con un campo eléctrico externo estara afectado en
general por una polarizacion superficial. Si incluimos los resultados de una seccidn
anterior sobre el caracter lineal de los conductores respecto al campo podemos re-
escribir el resultado anterior en funcion de los coeficientes de capacidad C; de esta
forma

1 1
U= 5J¢MV+E;Q1Q]CU

Este resultado se generaliza facilmente para cualquier distribucion de carga en un
medio lineal de esta forma

1
U= E‘J;Wq

donde dq es un elemento genérico de carga que se transporta desde el infinito (®=0)
hasta el potencial @ construyendo de esta forma el sistema de fuentes del campo
eléctrico.

Un medio dieléctrico /ih no tiene una polarizacion intrinseca y no se polariza a no ser
que exista un campo externo que actle sobre él. Las correspondientes fuentes (q) de
este campo son las que aparecen en la integral anterior para la energia U. La
deduccion de la formula anterior corresponde esencialmente al caso de un campo
eléctrico estatico. En la fisica clasica esta energia estatica tiene el papel de una
energia potencial y en el mismo contexto clasico es aplicable al caso de campos
dinamicos que evolucionan lentamente respecto al tiempo de relajacién del dieléctrico
sefalado al principio de esta seccion

Propiedades magnéticas de la materia.

La teoria que estamos desarrollando deberia poder explicar de algun modo el campo
magnético producido por los imanes naturales. Partiendo del analisis multipolar y de la
hipdtesis de la naturaleza eléctrica de la materia se ha desarrollado una teoria sobre
las propiedades eléctricas de la materia en la seccion anterior mediante el concepto de
polarizacién. De este modo la materia se puede dividir en celdas muy pequefnas con
cierta distribucion interna de carga, nula en valor absoluto pero que puede estar
polarizada. Dichas celdas son esencialmente iguales unas a otras y se puede aplicar a
cada una de ellas el analisis multipolar. Para que este modelo explique las
propiedades magnéticas de la materia, el magnetismo natural, es necesario suponer
que en estas pequenas celdas de tamano dV’también existen corrientes cerradas que
actuen como fuentes del campo magnético; esta es la hipdtesis de las corrientes de
Ampeére. De esta forma la materia se descompone en una distribucion de dipolos
magnéticos de valor M(r)dV’, donde M es la correspondiente densidad dipolar
magnética por unidad de volumen y el campo potencial vectorial de la distribucion sera
el correspondiente al dipolo M(r))dV’

_‘3
‘r—r

Ay = H IM(;') X udv'
4 v
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donde r identifica en nuestro sistema de coordenadas el punto de observacion del
campo y r’ es la posicion de cada dipolo elemental M(r)dV’. Utilizando una de las
identidades vectoriales vistas en el trabajo sobre mecéanica de fluidos, aplicada en este
caso al operador gradiente sobre las coordenadas r’ tenemos

Z :u() J.M(r)xvv 'dV'
‘r_r‘ :AM :_&J‘V'X ?(;,) dv|+ﬂ0 de'
‘r—r' ‘r r ‘r r

y mediante el correspondiente teorema integral del rotacional (ver trabajo sobre
mecanica de fluidos)

xdS'=

70y 200dS V3T oz [V M@ dv_jM< )

‘ r—r'

s

ZM ﬂ()vaM(r)du /uoj'M(r) dS'
4r

‘l" r ‘r—

la interpretacién fisica de este resultado resulta ser de la mayor importancia. Si
recordamos la expresion del potencial vector de una distribucién arbitraria de
corrientes en el vacio sin necesidad de considerar condiciones de contorno adicionales

J'J(r)

de modo que podemos identificar en nuestro resultado lo siguiente VxM (r')=Ju (r),

es decir, el rotacional del campo de magnetizacion M(r) equivale a una densidad de
corriente de magnetizacion Jy(r’). Por otro lado la integral de superficie corresponde a
la contribucion de unas condiciones de contorno sobre la superficie limitante del
material magnético. Por analogia con el potencial vector genérico anterior A, estas
condiciones de contorno se presentan en la forma de una densidad superficial de
corriente de magnetizacion jy, sobre la superficie del material magnético

T dS - [M(r)m]ds JMdS:>A _ My IJ‘rM(:‘) Z‘;J“]M ‘dsv {]]M(r[;(rv)ij\Z(r)
=

donde n es un vector unitario paralelo al vector superficie dS’ en cada punto. Este
desarrollo nos introduce en la forma de aplicar condiciones de contorno al campo
magnético : mediante densidades superficiales de corriente. Por otra parte hemos
introducido un nuevo tipo de corriente eléctrica : las corrientes de magnetizacion
asociadas a la hipétesis de Ampere. A la luz de la experiencia con imanes
permanentes debemos pensar que estas corrientes son esencialmente diferentes a las
corrientes de conduccién, ya que no siguen la ley de Ohm y no existe disipacion de
energia por efecto Joule asociada a estas corrientes de magnetizacion. La corriente de
magnetizacion verifica la ley de conservacion de la carga de esta forma

8/)M =0

Vo}M :VO(VX]\_/[)Z():
ot
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de modo que las corrientes de magnetizacién son consistentes con densidades de
carga py constantes en el tiempo; y en concreto con densidades de carga nulas en el
caso de los imanes naturales. Observamos también que la divergencia nula de las
corrientes de magnetizacion es consistente con lineas de corriente cerradas en un
contexto de carga neta nula; tal como hemos supuesto al principio.

El campo magnético correspondiente al potencial vector Ay equivale a calcular el
correspondiente rotacional, y para esto resulta mas sencillo utilizar la primera
expresion dada para Ay

Bu =Vx Ay =:‘;£W M(;')x@ &'

B
‘r—r

utilizando las ecuaciones de célculo vectorial desarrolladas en el trabajo sobre
mecanica de fluidos tenemos

A
e—

o i =) i o O7) (o) U7 ) asiiol—r)-icev)

3 - B I
‘r—r ‘r—r'

‘r—r'

! 3
‘r—r

Note el lector que volvemos a tener un término factorizado por la delta de Dirac &(r-r).
Cuando discutimos sobre el dipolo magnético puntual y la energia del dipolo
magnético puntual obtuvimos también un término que incluia una delta de Dirac para
el campo. Cuando se discutié el problema de la energia de un dipolo puntual se
propuso una explicacion para obviar este término, de dificil interpretacion en la teoria
clasica ya que conduce a campos infinitos. Pero, en el contexto en el que estamos
ahora, el estudio de la magnetizacion de la materia, la delta de Dirac aparece dentro
de una integral de volumen, lo cual es una operacion matematica perfectamente
legitima y produce unos resultados claros

e L B

3
v ‘r—r'

observamos ademas que la segunda integral se puede poner en funcidén del gradiente,
en coordenadas del observador (r), de un campo potencial escalar magnético; en una
operacion ya vista cuando se desarrollo el analisis multipolar para el caso del
momento magnético. De este modo tenemos el siguiente resultado

T M) (r— 7
BM(r)=y0M(r)—&V J‘gs_)d"'
dr |9, ‘-_-.‘
\%4 r—r
Este resultado es totalmente consistente con la hip6tesis de Ampére de las corrientes
de magnetizacion, ya que basta calcular el rotacional de la expresion anterior para
obtener la ecuacién de Maxwell correspondiente V x By (r) = u,J u (r) . Por supuesto, el

rotacional de un gradiente es siempre un valor nulo. Por otra parte, en puntos externos
al material magnético serd M(r)=0, pero el término asociado al gradiente del potencial
escalar magnético no tiene por que ser nulo y de hecho describe el campo magnético
en el exterior del iman. En el interior del material el campo magnético depende
directamente tanto de la magnetizacion M(r) como del gradiente del potencial escalar
magnético.
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En el caso general debemos considerar la existencia de otro tipo de corrientes J(r)
distintas a las corrientes de Ampere. Aplicando el principio de linealidad, el campo total
sera la suma del campo asociado a la magnetizaciéon y el campo asociado a las
corriente 2,Jx(r) tomados de forma independiente

B ()=, M () -4 IA—)M”')’Z”' dv +“0sz—)]"(”* U
T 7

4 3

v ok ‘r—r‘

v
Definiendo el campo intensidad magnética H como

H(;):—LV IM(;_')'_!;S—;'![JV, +L‘I'zjk(;_')><_!;3—;'!w,
4 e 47rv T

‘V - l’" ‘r - r"

llegamos a una expresion analoga al caso de los campos eléctrico E y de
desplazamiento D en materiales no conductores polarizados

B (1= pm|Mr)+H®

Note el lector que, en ausencia de corrientes reales (Jx=0, imanes naturales por
ejemplo), el campo H se expresa como el gradiente con signo negativo de una funcion
potencial escalar, de forma anéloga al campo electrostatico.

El campo de magnetizacién M(r) es no nulo solo en el medio material, pero los campos
B(r),H(r) existen mas alla del medio material, por lo que es necesario especificar las
condiciones de frontera de estos campos con el medio material. En el caso mas
general, el campo magnético dependiente de un medio material verifica el siguiente
sistema de ecuaciones y condiciones de contorno

VOE=0 N\
— - - {(Bz—Bz)On:O
VXH =Y"Ti(r) f.

k

H=-LB-M®)
Ho

n es el vector unitario perpendicular a la superficie de separacion entre los medios 1y
2 y apuntando desde el medio 1 al medio 2 en el punto considerado; t es cualquier
vector unitario tangente a la superficie de separacion y j es la correspondiente
densidad superficial de corriente en el punto considerado. En una seccion posterior
sobre discontinuidades del campo electromagnético se desarrollan en profundidad las
condiciones de contorno del campo aplicables en medios lineales.

Debemos conocer la relacion entre M y B aplicable al sistema material concreto en que
estemos interesados. Desde el punto de vista fisico se espera que las lineas del
campo H sean también cerradas, de modo que no se pueda hablar de polos
magnéticos independientes. De la misma forma que para el campo eléctrico E,
podemos medir el campo magnético en el interior de la materia mediante un hueco en
forma de cilindro estrecho y alargado que sea perpendicular a la direccion del campo
magnético. En efecto la condicién de contorno anterior predice que el campo
magnético en el material y en el interior vacio del tubo son iguales.
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Es necesario investigar experimentalmente la relacion causal M(B) en cada material.
En la mayoria de los materiales la magnetizacion depende de la intensidad del campo
magneético externo en el mismo punto del dieléctrico. La relacién causal mas sencilla
es la lineal, homogénea (independiente de la posicion) e isétropa (independiente de la
direccidon): M=BX/u, donde X es una constante numérica independiente del punto
concreto en el dieléctrico denominada susceptibilidad magnética. De este modo, para
este tipo de materiales lineales, homogéneos e isétropos tenemos

H=tB+ZLp-Lp -t o5-13

Ho Mo M I+x M
lo que muestra que el efecto de la polarizacion en el campo eléctrico B en los medios
lineales, homogéneos e isotropos equivale a utilizar una constante dieléctrica que
dependera de cada medio y su estado fisico (temperatura, presion...). Evidentemente
un iman natural permanente presenta una magnetizacion permanente sin necesidad
de una causa externa (campo magnético) y por tanto los imanes naturales no son
sistemas lih.

Energia magnética en un medio lineal, isotropo y homogéneo : lih

En general el calculo de la energia electromagnética en un medio material cualquiera
dependera de sus propiedades eléctricas y magnéticas. El caso mas secillo es el de
los medios /ih En su momento se presentd la densidad u de energia por unidad de
volumen de campo magnético en un medio lineal proporcional al cuadrado del campo
magneético. Podemos ahora introducir el campo H'y el potencial vectorial magnético A
de esta forma

1 =2 1= = 1( =\ =

u=—=~=8 =—BoH=—(V><A)oH

2u 2 2

y aplicando el siguiente analisis que incluye la ecuacion de Ampere-Maxwell para

medios lineales

v.(Zxﬁ):(VXZ).E—Z.(VXE)=(VXZ).E—Z.[Lraa_?]

donde J es la densidad de corriente libre (no de magnetizacién) del campo, llegamos a
u:lz.[7+a£]+lv.(zxﬁ)
2 ot 2
si restringimos el calculo para campos estaticos (6D/0t=0) y en forma integral,
aplicando el teorema de la divergencia, la energia total del campo magnético es

U:Limv%%J‘Zojpdv+LimV%J.V0(Zxﬁ v:% [AeTpdv+Lim, ., [(AxH)edS
\4 14 v N

donde V’representa el volumen ocupado por las fuentes, ya que fuera de V’es J=0y
por tanto nula la contribucién a la integral correspondiente. A distancias grandes de V’
el potencial A decrece como r'y H como r? De este modo en el limite tenemos que
AxH varia proporcionalmente a r® y la superficie S varia proporcionalmente a r*. Esto
hace que en el limite de volimenes muy grandes la integral de superfice varie como r’
llegando a ser un valor tan pequefio como queramos de modo que la energia
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magnética de un medio lineal se puede poner como la siguiente integral extendida al
volumen ocupado por las corrientes libres

U= [AsTav

Un medio /ih no se magnetiza a no ser que exista un campo externo que actie sobre
él, y las fuentes J de este campo son las que aparecen en la integral anterior. El
resultado anterior es valido para campos estaticos o cuasiestaticos en medios lineales,
pero en general no es valido para el vacio ya que se necesita evaluar el término
asociado a dD/ot. Sin embargo, como se dijo en el caso de la energia eléctrica, el valor
U tiene el significado de una energia potencial y por tanto es aplicable en situaciones
dindmicas cuando las variaciones temporales del campo sean suficientemente
pequenas. La férmula anterior se puede aplicar al caso de un sistema de circuitos
eléctricos inmdviles {C’} cerrados recorridos por intensidadades {I}. En este caso
tenemos
J=YJis Jidv'=1dr'

CC

— 1 N - dr .dr;
1,47 :U:Eizk:[iﬁé];m(r;)-driz 211 j :
-r

O S
A=Y Ai; A =0
; k k 47[5[

vemos inmediatamente que la energia magnética del sistema se puede poner en la
forma

I"i

ar Odr,
z il il 5 Liy '[ . =L
r'i _rk
donde los factores L; corresponden al flujo magnético cruzado entre el circuito iy el
circuito k . El factor L; es la autoinduccion magnética del circuito /. El flujo @y del
campo magnético producido por el circuito C, sobre el circuito C; vale

zk—JBkO') dSV_IVXAk.dSI_IAk.drF—h chh%odr, LI,

C'. ri—rk

i : 1

de modo que la energia magnética se puede expresar también asi
1
= 7211'(1):%
2%

El cruce de caminos entre el electromagnetismo y la mecanica cuantica : Origen
fisico de las corrientes de Ampeére y de la magnetizacion de la materia.

En el trabajo sobre mecanica analitica se presenta el Hamiltoniano de una particula
puntual de carga @ moviéndose en una campo electromagnético afectada por la
Fuerza de Lorentz. Manejando potenciales [A,®] segun el Gauge de Lorenz, y para
bajas velocidades respecto a la luz el Hamiltoniano de la particula resulta ser

I{:;nw2+q¢:£p;qéi+q¢
m

donde p es el impulso mecanico candnico definido a partir del Lagrangiano. En el caso
de tener un campo magnético estatico y espacialmente constante, podemos verificar
que el potencial vector correspondiente sigue la siguiente férmula

E:VXX;E:czer:—%?xE
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sustituyendo esto en el Hamiltoniano y haciendo que la direccién del campo magnético
coincida con la direcciéon z de nuestro sistema de coordenadas cartesiano tenemos
2
- g =
+-rxB
(” 2’ J

2 . 2
H = +q¢ :>H:§——1B0L+g—32(x2+y2)+q¢
m

2m m
L=rxp
Si a partir de este resultado seguimos la via clasica, tal como se hace en el trabajo
sobre mecanica analitica, y aplicamos las ecuaciones de Hamilton obtendremos como

resultado la fuerza de Lorentz actuando sobre la carga puntual g: m% =gE+qvxB
t

quedando claro en este caso que el campo magnético no supone una transferencia de
energia para la particula. Pese a que en la funcibn Hamiltoniana aparecen términos
que dependen del campo magnético y del acoplo (producto escalar) entre el campo
magnético externo By el momento angular L de la particula, el resultado final desde el
punto de vista energético es que el campo magnético no supone ninguna transferencia
de energia a la particula.

Pero las interpretaciones clasica y cuantica del Hamiltoniano difieren en cuestiones de
principio. Clasicamente el Hamiltoniano esta relacionado con el calculo del minimo de
una funcion integral y no hay problemas de principio en suponer que todas las
magnitudes fisicas pueden tomar valores en el rango continuo de los numeros reales.
Cuanticamente existen magnitudes fisicas, particularmente las asociadas al momento
angular L, que no pueden tomar valores arbitrarios en el continuo de los ndmeros
reales; de modo que el calculo clasico no es aplicable. EIl desarrollo cuantico del
mismo Hamiltoniano anterior es totalmente diferente al caso clasico y pasa por
transformar H en un operador matemético de modo que podamos encontrar los
valores permitidos del Hamiltoniano segun la correspondiente ecuacién de valores
propios. En el caso del efecto Zeeman el andlisis de este operador lleva a resultados
diferentes del caso clasico; y en particular aparece una trasferencia de energia entre la
particula y el campo magnético. El contexto del efecto Zeeman es el de un electrdn
atdbmico sometido a un campo magnético externo. Se acepta la aproximacion de que el
campo magnético no supone una distorsion apreciable del orbital atdbmico en el que se
mueve el electrdn; sino que el efecto relevante es una reorientacion de dicho orbital
atémico por efecto del campo magnético. De este modo el potencial eléctrico atémico
que afecta al electrén practicamente no cambia por el hecho de que haya o no un
campo magnético. Por otro lado en mecénica cuantica fodo modulo de momento
angular de una particula esta cuantizado por la expresiéon L?=/(I+1)h? donde | es el
numero cuantico angular y h es la constante de Planck reducida. Por tanto es factible
que, campos magnéticos relativamente pequefios no puedan producir un cambio en el
médulo del momento angular de la particula debido a que L? evoluciona de forma
discontinua y cuantizada, y de esta forma podemos asignar al orbital atomico de la
particula un momento magnético cuyo médulo es

m="a+1)
2m

que representa una constante en el proceso de interaccién con el campo magnético.
Sin embargo la direccién del momento magnético y del momento angular del electréon
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si puede variar por efecto del campo magnético. En este momento podemos ver que la
verdadera justificacion de la hipétesis clasica de las corrientes de Ampeére es la
constancia mecano-cuantica del médulo del momento angular de un electrén atémico
afectado por un campo magnético. Debido a esta constancia el efecto del campo
magnético es una reorientacion de los orbitales atébmicos de la misma forma que lo
haria un circuito recorrido por una corriente o una brujula en un campo magnético.
Como se ha dicho, esta rotacion respecto al nucleo atomico no cambia el potencial
eléctrico, de forma que el Hamiltoniano efectivo puede prescindir de este término y
toma la forma ya vista en el trabajo sobre mecanica cuantica

H =p—2—iEOZ+q—2Bz(x2 + yz)
2m  2m 8m

el analisis cuantico de este Hamiltoniano predice la aparicion de niveles de energia
adicionales asociados al acoplo entre el campo magnético y el momento angular; algo
que en el planteamiento clasico es imposible explicar. De la forma del Hamiltoniano
anterior podemos extraer una informacion importante relativa a la interaccion de la
materia con un campo magnético. Los términos de H dependientes del campo
magnético son interpretables energéticamente segun la mecanica cuéntica. El término
dependiente del cuadrado del campo magnético es siempre positivo y representa una
aumento de la energia del material; esto esta relacionado con el caracter diamagnético
del material y segun el principio de minima energia un material de tipo diamagnético
serd naturalmente repelido al introducirse en zonas afectadas por un campo
magnético. Este comportamiento diamagnético es consistente con la Ley de Lenz : el
material intenta oponerse a toda posible variacion del flujo magnético que lo atraviesa.
En cambio el término asociado al acoplo entre campo magnético y momento angular
puede tomar valores negativos y vemos por tanto que puede reducir la energia del
sistema. Este es el caso de las corrientes de Ampére atémicas asociadas al momento
angular atémico y corresponde al comportamiento paramagnético del material. En este
caso podemos introducir inmediatamente la siguiente energia potencial para la
interaccion de un dipolo magnético con un campo magnético externo

__ 9 75,/7
Ur=am B H| s
— _ P
=L (Z)

donde los corchetes del momento angular indican el valor neto del momento angular
para todos los electrones del &tomo. Evidentemente este resultado es compatible con
lo visto en la seccién sobre energia potencial de un dipolo magnético. Ademas el
principio de minima energia da una prueba inmediata del resultado anterior. El
momento magnético de una brijula en un campo magnético intentara buscar una sola
direcciéon, aquella en que dicho momento magnético y el campo externo sean
paralelos, ya que en este caso la energia de interaccion U, llega a un minimo.

El efecto paramagnético es equivalente al comportamiento de la brojula, es decir, la
reorientacion del momento magnético en la direccion del campo. Dado que el
momento magnético aporta su propio campo aumenta el campo magnético total en el
interior del material mientras disminuye la energia total. En cambio el efecto
diamagnético supone la inducciéon de un momento magnético extra que es opuesto al
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campo magnético externo. Esto lo podemos ver poniendo el término diamagnético en
una forma similar al término paramagnético, (incluyendo valores efectivos por atomo)
qzzzzq*quz —~ . C]2722
Udzg—mB <x +y >:2mBO[4B<x +y >}:—md°B:> ,md:—S—mB<x +y >
Este momento magnético inducido m, produce un aumento de la energia del sistema y
una disminucion del campo magnético total en el interior del material al tener una
direccién opuesta al campo magnético externo. Ambas tendencias paramagnética y
diamagnética se pueden presentar simultdneamente en un material y la magnetizacion
total sera la combinacibn de ambas tendencias; pero si el comportamiento
paramagnético es posible, normalmente suele predominar sobre el comportamiento
diamagnético. El paramagnetismo depende del valor neto del momento angular de los
electrones del atomo, y es posible que ese valor sea nulo; ya que en este célculo hay
que considerar otros principios cuanticos como el principio de exclusion de Pauli.

Existe otro tipo de magnetismo : el ferromagnetismo, cuyo origen es también cuantico
y depende del acoplo en una misma direccion entre los espines de los electrones de
un namero muy elevado de atomos formando dominios magnéticos macroscopicos en
los que la direccion del campo magnético es constante, aunque pueden cambiar de
direccién entre dominios fronterizos. Por efecto de un campo externo todos los
dominios pueden unirse en uno solo, formando los imanes permanentes que
conocemos.

Recordando la seccién anterior sobre el momento de fuerzas sobre un circuito en un
campo magneético externo, resulta inmediato extender la idea al caso del momento
magnético asociado al momento angular atémico neto correspondiente a las corrientes
de Ampeére. Siguiendo la mecanica clasica (ver cinematica y dinamica del sdlido
rigido), la rigidez del movimiento derivado de la conservacion del médulo del momento
angular atomico lleva directamente a la existencia de un movimiento de precesion de
dicho momento angular atébmico entorno a la direccion local del campo magnético. Si
M es el momento de fuerzas y L el momento angular del atomo, segun la mecanica
clasica tenemos

lo cual describe una precesion o giro Q del momento angular intrinseco del momento
angular atémico entorno a la direccién local del campo magnético, o precesion de
Larmor. De este modo a nivel atdbmico los momentos magnéticos se alinean con el
campo magnético pero no como en el caso de la brujula, sino que acaban con cierto
movimiento de precesion entorno a la direccién local del campo magnético. Si
tomamos una muestra de hidrégeno atomico afectada por un campo magnético y le
aplicamos radiacion electromagnética a la frecuencia Q de Larmor resulta que se
produce un llamativo fendmeno de absorciéon de radiacién asociado al efecto Zeeman;
algo que no ocurre para otras frecuencias en las mismas condiciones y que es tipico
del comportamiento resonante de sistemas como los circuitos eléctricos de corriente
alterna. Esta frecuencia de maxima absorcion resonante sigue la forma de la
frecuencia de Larmor, es decir, si modificamos el campo magnético la frecuencia de
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maxima absorcién cambia proporcionalmente al campo magnético; y la constante de
proporcionalidad también corresponde con e/2m en el caso del hidrégeno; sin
considerar el spin del electrén. Note el lector que, a diferencia del caso clésico de la
peonza, el giro de precesion Q es independiente del momento angular orbital de la
particula.

Existen fendbmenos similares de resonancia magnética que afectan al momento
angular intrinseco de nucleos atémicos (Resonancia Nuclear Magnética) e incluso de
electrones (Resonancia Paramagnética de Spin Electrénico).

Fuentes que varian arménicamente con el tiempo. Ampliacion del desarrollo
multipolar para estas fuentes.

Un modelo de la mayor importancia teorico/practica son las densidades de carga y
corriente variables arménicamente con el tiempo

p(r.t) = p(r)cos@r +,) ; J(r,1) = J (r)cos(@t +@;)

La densidades aparecen factorizadas en el producto de una funcién espacial y una
funcién armaonica (coseno) en el tiempo; de modo que las densidades varian con la
misma frecuencia temporal w en cada punto r en todos los valores de los rangos +p(r),
+J(r), de modo que p(r),J(r) representan las correspondientes amplitudes de las
densidades de carga y corriente. Un ejemplo fisico de esto son los circuitos de
corriente alterna, donde las corrientes y la carga en los condensadores varian
armonicamente con la misma frecuencia. Desde el punto de vista tedrico, el caso de
fuentes armdnicas en el tiempo se puede extender a casos mas complejos de fuentes
no arménicas mediante el analisis de Fourier. Recordando la linealidad de las leyes del
campo electromagnético vy el algebra de niumeros complejos, vamos a modificar las
definiciones anteriores de esta forma

—i(rut+gpp)

p(;, 1) = p(;){cos(a)t + gop) —isen(wt + (pp)}: p(;)e

J(r,t) = 7(;){005(601‘ +@,)—isen(ot+@, )} = J(r)e @ror)

donde i es la unidad compleja y se comporta como cualquier otro numero real, pero
con la propiedad 7 = -1. La eleccion del signo negativo en la exponencial no supone
falta de generalidad y esta relacionado con el andlisis de Fourier y con facilitar la
interpretacion fisica ondulatoria como veremos mas adelante. De esta forma las
densidades aparecen como la suma de dos componentes, y por linealidad los
potenciales y campos correspondientes también deben ser la suma de los potenciales
y campos generados de forma independiente por las componentes reales por un lado
y las componentes imaginarias por el otro. Si utilizamos las densidades complejas y
calculamos los potenciales y campos, el resultado se podra descomponer en suma de
un potencial/campo real y un potencial/campo imaginario. La componente imaginaria
se distingue facilmente por que estara factorizada por la unidad imaginaria i. De esta
forma los calculos utilizando las densidades complejas no suponen una complicacién
ya que en todo momento sabemos cuales son los potenciales/campos derivados de
las componentes reales e imaginarias de las densidades de carga y corriente. Los
potenciales aplicables a las densidades anteriores son los siguientes
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¢(;’,;) = LI p(rh) exp[_iw(t_r_r'J_i(/)p}dv':ﬂr)exp(—ia)t—i(/)p) ; ¢(;) = %J’ pr') exp(zk‘r p
v ! c

v

r—r'

Z(;,t):ﬁ'[](r‘)exp —iw t—‘r ’ —ip, dv':Z(;)exp(—ia)z—iq)j A(r) LI exp(zk‘r r‘)dv
4z, " c 4r. V‘ ‘

donde k=w/c y recordamos que en general es &(w),u(w). Los potenciales totales
corresponden a la suma de los correspondientes potenciales elementales creados por
los elementos p(r)cos()dv’, J(r)cos()dv’ pero no en el instante actual t, sino en el
instante anterior t-/r-r]/c determinado por el retardo de propagacion de una senal
moviéndose a la velocidad de la luz ¢ entre el punto fuente r’y el punto de observacion
r. Vemos inmediatamente que los potenciales adoptan la misma forma factorizada en
producto de una funcién espacial y otra armonica temporal que las densidades de
carga y corriente. También vemos la facilidad con que hemos obtenido este resultado
debido a la utilizacion del algebra de la formula de Euler exponencial para representar
los nUmeros complejos.

Como consecuencia formal, si f(r,t)=f(r)exp{-i(wt+p)} representa una funcién que
puede ser la densidad de carga p(r,t), cualquier componente de la densidad de
corriente J(r,t), el potencial escalar ®(r,t) o cualquier componente del potencial
vectorial A(r,t) se verifica la siguiente férmula para la derivada parcial respecto al

= 2 o —
o f;’” 0 J; t(;”) =~ f () exp(~iat —ip)

tiempo = —iaf (r)exp(—iot—ip) ;

Simplificamos de modo ¢=0 en todos los casos, y todas las magnitudes comparten la
misma fase. La siguiente tabla reescribe las ecuaciones correspondientes

Conservacion de la carga VeT(ns dp(r.t) _ VeJ(r)—iap(r)=0
Condicién de Lorenz Ve Rty p(r.t) _ 0 | Ve A(r) —iauep (r) =0
Campo eléctrico B =V 1)~ A(r1) | E(ri= —e (Vo) - i“’z‘;)_}:_ e E(r) =
0 E(r)=-V(r) +ioA(r)
Campo magnético B(r,t) = VX A(r,1) B(r.)=e "'VxA(r)=¢ ' B(r)= B(r)=VxA(r)

y vemos que los campos eléctrico y magnético aparecen también factorizados de la
misma forma, como el producto de una funciéon espacial y una funcion armoénica
temporal, de modo que es aplicable la misma regla para las derivadas de estos
campos. A partir de esto podemos formular facilmente las ecuaciones de Maxwell:

Ley de Gauss _ =
y Ve E(rn =200 V20 + K24 = (r)
&
Ley de Ampere-Maxwell S TRTEN T
y p Vx Bt = 1 (. t)+wé’B(r ,0) VZA() +k2A(r) =—ud (r)

donde k=w/c. El lector puede comprobar que las leyes de Faraday-Maxwell y la
inexistencia de polos magnéticos independientes se reducen a identidades
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matematicas expresadas en términos de los potenciales. Podemos afinar ain mas el
resultado sobre el campo eléctrico de esta forma

E(r) = V(1) +i0A()| _ [iousE(r) = ~iausV (1) -0’ e Ar) = Ev(Verm)-oue acr) N
Ve A(r) —iouep(r)=0 | |VVeA() )+ 0’ e A(r) =V x(Vx A1) )+ V2 A + 0" e Ar) =V x B(r) — 17 ()

E(r)=——{VxB() - uI ()
wue

Si continuamos ahora con la ecuacién de ondas para los potenciales tenemos

Ecuacion de ondas del 1 *(r,) _ p(r) (r)
potencial escalar V(i) - 2 V2h(r)+k2g(r) = -2
Ecuacibn de ondas del _ - 2AN + kXA = —

_ . VIAG t)_LaA(r t)__,u](r’t) VZAG() +k2AG) = —ud (r)
potencial vectorial 2 ot

Observamos que las ecuaciones de onda de los potenciales se convierten en una
ecuacion que solo afecta a las amplitudes de dichos potenciales escalar y vectorial;
ademas las ecuaciones de onda equivalen a la Ley de Gauss y la Ley de Ampere-
Maxwell. Las ecuaciones de onda para campos son

Ecuacion de onda — - 2 E(r.1) ; T __

2 1) o plr,t) o0J(r,1) p( r| .
campo eléctrico V7E(r,t)— e 3 —V[ - J+,u o v? E(r)+k E(r) V[ J—za},u](r)
Ecuaciéondeonda | _,— - 02 B(r.1) V2B(r)+k>B(r)=—uV x J (r)
campo magnético | ¥ DU T HE T 5T = AV X J (o)

Desarrollo multipolar para campos creados por fuentes que varian armoénicamente en
el tiempo.

En ausencia de discontinuidades u otras condiciones de contorno, las amplitudes de
los campos potenciales asociados a fuentes que varian arménicamente son los
siguientes

on=o J%exp(fk\?—%\}w - j“’” ‘ il

de la misma forma que en el caso estatico se trata de funciones de variable espacial,
pero la aparicidén de la funcion exponencial compleja requiere examinar con cuidado el
proceso del desarrollo multipolar. En el caso de fuentes estaticas no aparece el

término exponencial complejo y se hizo un andlisis de la funcion ‘;—?“_1 suponiendo
que la variable r’ se puede considerar como un valor diferencial del punto de
observacién‘;—;"flz‘?—&?‘fl, lo cual solo es posible como vimos para |>>|r]; de
modo que la variacion en r’ supone un cambio pequeno, aproximadamente diferencial
en la funcién ‘;—;"_1. Si queremos mantener el mismo planteamiento en el caso de

fuentes armédnicas debemos tener cuidado con el comportamiento de las partes real e
imaginaria de la exponencial compleja, que son funciones sinoidales. En general la
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condicién |r]>>|r] no es suficiente para que podamos interpretar la variable r’ de la
exponencial como un valor diferencial del punto de observacién; de modo que las
variaciones en r’ provoquen variaciones pequefas en la funciéon exponencial. Vemos
intuitivamente que para que esto sea asi, el valor que debe ser suficientemente
pequeno es kr'=2mr/A <<1y por tanto la ampliacion del desarrollo multipolar al caso de
fuentes arménicas requiere dos condiciones simultadneas

H>>H

A>> H
Como consecuencia de esto habra dos alternativas interesantes para el desarrollo
multipolar : la alternativa denominada de campo cercano: H ~A>> H y la alternativa de

campo lejano H S> A >> H Repetimos por tanto el desarrollo del analisis multipolar de

este modo
;: , ' .

(xl ,xz,x3) cxp (zk‘r+5r‘) exp(ikr) o (explikr) exp(ikr)
5;:—;':—(xi,x'2,x'3)}_) ‘r+5r‘ r _ZXiaxi( r jr ZXLXJ 5( )( r jr+

para el término anterior correspondiente a la segunda aproximacion necesitamos
calcular el gradiente de la funcion exp(ikr)/r

0 [Mj a0 exp(ikr)  or explikr)

P .
ox; r o, r o r i(exp(zkr)j:(lkr ) xp(zkr)xi
or _x; Ox; r P
ox; oy

y utilizando lenguaje vectorial y producto escalar tenemos

ool + ) _opiin)_,,_ewlin: -

‘r+5r‘ r r’

lo que nos lleva a los siguientes potenciales para el desarrollo multipolar completo

1 explikr) 1kr

P(r) = .

j (r i+ (1 k)exp(’k rOJp(r)rdv+ ......
r’ v

D [Ffperhs.
3

La segunda integral del potencial eléctrico se puede relacionar inmediatamente con la
densidad de corriente mediante la ley de conservacion de la carga. De este modo,

trabajando en componentes cartesianas: iwp(r')x'; = (V'o?(;'))x'i 'y el segundo término de
esta ecuacién se puede analizar facilmente mediante las identidades vectoriales
desarrolladas en el trabajo de mecanica de fluidos obteniendo lo siguiente

A :ie"l’_‘” [+ £ (1 ier) 2
4z roo 4

V'-(x',. 7(?‘)): (V'x,)o J(r) + X, (V'J(?')): T+ (V'J(?')):

j X, J(r)edS' = j J,(rydv'+ie I p(rx'; dv
S' v V'
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donde hemos aplicado el teorema integral de la divergencia. Si S’ es una superficie
gue envuelve completamente todas las corrientes es evidente que podemos elegirla de
modo que sea J=0 en dicha superficie y por tanto tenemos la siguiente identidad entre
integrales

j J(rdv' =—iw j p(rrdv' =—iwp

A V'
donde p representa la amplitud del momento dipolar eléctrico del sistema. El momento
dipolar real estard modulado por una funcion cos(wt+@,). El resultado, inesperado a
priori, es que hemos demostrado que la primera integral del potencial magnético
corresponde a la derivada parcial temporal del momento dipolar eléctrico del sistema.
Vamos ahora con la segunda integral del potencial magnético. Trabajando en
componentes cartesianas y mediante las identidades del analisis de campos podemos
encontrar el citado integrando en el siguiente analisis

V'O(x". x'; x,j(;'))z x,.(V'(x',. X' ))0 7(;) +x'; X X; (V'oj(;'))z X; (x'l. ;j +x'; e )0 7(;) tioxx'; x'; p(;') =

[ Ve, x', x,7(r))edv' = [x, ', x,0(r)eds'=0=

v S

J;'(;oj(?) v'+I(;o;'ﬁ(?)dv#ia).[ijé‘qj': 0; o7 =x"x p(rdv'

v v Vi
Note el lector que el indice repetido j implica la correspondiente suma de términos. De
la misma forma que antes, elegimos S’ de modo que englobe todas las corrientes y
sea J=0 en dicha superficie. En el resultado reconocemos un término que es la
segunda integral del potencial vector y ademas aparece un tensor 7; que veremos esta
relacionado con el momento cuadrupolar eléctrico Q del sistema. El integrando de la
integral restante se puede analizar mediante la férmula del triple producto vectorial , lo
que permite despejar la segunda integral del potencial vector resultando

P (re7()- T rer)=rx(rx ) (G i e [T
o , N T , rer ) J(r)dv =——iwrtr——r r r) v
Ir(rOJ(r) v+.[(ror)](r)dv+zwIij§z;j=O . 2 2 )
V' v ARV
y por tanto la segunda integral del potencial vector es la suma de un término
proporcional al momento dipolar magnético m del sistema y un término adicional
proporcional a la derivada parcial temporal, multiplicada por -7, del tensor 7. Utilizando

notacién vectorial/matricial

T T Tz | X4 0 -m, m, Th T T X1
sl AR
rer'\J(rdv' = 210) Ty Ty Ty || X, |[+mxr=|| m, m, 0| Ty Ty Tos || X,
4
T3 T3 Ty \ X3 —-m, m, 0 Ty T3 T3 )|\ X%

La amplitud del potencial vectorial queda de esta forma

el —iuwpM+i(1_ik,)M[ax;_§m?;}+....

4z r 4z r3
La amplitud del campo magnético se calcula con el rotacional del potencial vector, y
este hecho hace que podamos modificar la expresion anterior para que aparezca
explicitamente el tensor cuadrupolar Q; (ver trabajo sobre introduccion al modelo
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copernicano y gravedad de Newton) en vez del tensor 7;. Las componentes de estos
dos tensores se relacionan asi

or; =x"x'; p(r')dv'

_ =01, = 1 o, + 1 r? p(;')é'ijdv'
0, = (3x'l. )c'j—r'2 o, )p(r')dv' 3 3

y si integramos este resultado en dv’ obtenemos 1; = 1/3Q;+Ad;; donde A es un valor
constante. Si sustituimos este resultado en la formula anterior del potencial vector A(r)
tenemos
A(r) = _HoP 76Xp(lkr)+£(l—ikr)ieXp(;kr) mxr =L iw0r—Lior | +....
4 r 4 r 6 2

El campo magnético derivado del potencial anterior se obtiene calculando su rotacional
y es evidente que el término asociado a A, proporcional al radio vector r , tiene un
rotacional nulo; de modo que obtenemos el siguiente potencial vector magnético
equivalente en funcién del momento cuadrupolar eléctrico Q

i =Mexp(l'k”)+ H (l—ikr)eXp(ikr){ r lia)Qr}%-n
4 r ar

S mxr——
r 6

Para el calculo del campo eléctrico podemos simplificar mediante la férmula

encontrada antes E(r) =L{v x B(r) - ;J(;)}. En nuestro caso podemos suponer J(r)=0,
e

en consonancia con el analisis multipolar valido en zonas alejadas de las fuentes. De
esta forma obtenemos una descripcién completa del campo electromagnético segun
las condiciones de validez de la aproximacién multipolar. El lector encontrara soporte
matematico suficiente para realizar estos calculos en el trabajo sobre mecanica de
fluidos.

Para el caso del campo asociado al primer término del potencial vector tenemos

B = —i,ua)vx(exp(ikr)p\} _Tipw V(eXp(ikr)jxp _ Tl (ikr—l)%fkr);xg
4r r 4r r 4 r

Ei)=——VxBi(H=—V x{(ikr—l) eXp(fk’)?x p} = 1{(17. VXikr—l)ieXp(fkr); —(v . (ikr—l)e"p(fk’)rjp}
woue dre r dre r r

donde vemos que es ventajoso utilizar el sistema de coordenadas esférico para los
resultados finales, expresando el campo constante p y los operadores dependientes
del gradiente en este sistema de coordenadas esférico.

Discontinuidades del campo electromagnético en medios lineales.

Las ecuaciones de Maxwell describen el comportamiento del campo en contextos
fisicos en los que el campo evoluciona de forma matematicamente continua y
derivable. Esto es lo normal en medios homogéneos, pero en las superficies de
frontera entre dos medios distintos es posible encontrar discontinuidades en el campo
debido a caracteristicas fisicas propias de dicha superficie de separaciéon. Esto lo
hemos visto ya en el caso de los conductores cargados, donde la superficie que
separa el medio metalico del medio dieléctrico externo presenta una densidad
superficial de carga asociada a la discontinuidad del campo eléctrico al movernos
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desde el interior del metal al medio dieléctrico externo. No podemos esperar encontrar
las condiciones de discontinuidad del campo para cualquier medio material, ya que
esto dependerda de las ecuaciones constitutivas particulares de cada medio. Sin
embargo en el caso de medios lineales, que incluyen dieléctricos lineales y metales
que siguen la ley de Ohm, las ecuaciones constitutivas son conocidas y las
condiciones de discontinuidad se pueden deducir del andlisis integral (no diferencial)
de las ecuaciones de Maxwell. Podemos ver esto por separado para las leyes
asociadas a la divergencia y las leyes asociadas al rotacional:

Divergencia
El dibujo muestra una linea horizontal gruesa representando la superficie de

separacion entre dos medios lineales 1,2 distintos electromagnéticamente, donde el
campo vectorial correspondiente se nombra por la letra C. El cilindro dibujado

——- incluye ambos medios y su eje es perpendicular a la superficie de separacion. El

tamano del cilindro es diferencial con superficies superior e inferior dS;, y semi-

altura dh; de modo que la mitad del cilindro estd en el medio 1y la otra mitad en el
medio 2. Las superficies superior e inferior del cilindro deben ser necesariamente
paralelas y del mismo tamano, ya que en el limite deben coincidir con el mismo
elemento dS en la superficie de separacion. El dibujo muestra el valor del campo
vectorial C como vectores en linea punteada sobre las superficies dS;.. Aplicaremos
el teorema integral de la divergencia a este cilindro elemental para las
correspondientes ecuaciones de Maxwell para medios lineales

VeD=p={§DedS =(52 - Di )- dS +0(dDidh) + O(d Dadhdr) = [ pdv=2(pdh)ds

VeB=0=§Beds (B2~ B1)e dS + O(dB, i)+ O(d B, dhdr) =0

VelJ= —68—‘; = §7- ds :(72 —71)-d§+ O(dJ dh) +0(dJ ydhdr) = —gjpdv = [—%Zpdhde

Los términos O(..) corresponden a estimaciones de la integral para la superficie lateral
del cilindro. Debido a la forma circular los elementos C*ds en la superficie lateral
tienden a cancelan salvo las variaciones diferenciales del campo dC a lo largo de la
distancia correspondiente al diametro 2dr del elemento de superficie dS, que en cada
medio continuo se representa por dC;.. Las discontinuidades del campo se
manifiestan claramente en el proceso limite en que hacemos el cilindro tender a un
volumen nulo; ya que en este proceso los términos O(....) tienden a cero a un ritmo
mucho mayor que los términos del tipo (C2-Ci)eds . La razén es que las cantidades

dC, ; estan definidas para cada medio y pueden ser tan pequefias como queramos por
la continuidad del campo en cada uno de los medios; pero si existe una discontinuidad
del campo entre medios, entonces las cantidades (52 —51) no pueden ser tan
pequenas como queramos. Segun esto, en el limite las expresiones anteriores son
equivalentes a

(D>~ D1 )Jon = Lim, ,o2pdh  (B2~B1)on=0: (72_71).;,=_§um,1ﬁozpdh
t
donde n es un vector unitario perpendicular a la superficie de separacion y orientado

desde el medio 1 al medio 2. Vemos que la componente normal del campo magnético
mantiene la continuidad en el cambio entre medios lineales; pero aun es posible
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mantener la hipotesis de discontinuidad en las otras dos ecuaciones. Para ello
necesitamos dar un significado fisico al limite Lim, ,,2pdh, pero esto resulta obvio si

recordamos la seccién sobre las condiciones de frontera de un campo estatico en un
metal. Al analizar el comportamiento estatico de un metal que siga la ley de Ohm se
llegd a la conclusién de que la carga solo puede estar distribuida en su superficie y
que esta densidad superficial de carga o esta asociada a la discontinuidad del campo
eléctrico entre un medio metalico y su exterior dieléctrico. A partir de aqui formulamos
las correspondientes condiciones de contorno entre medios lineales en funcién la
densidad superficial de carga o de este modo
(D:-Di)on=0 : (B:—Bi)en=0: (72_71).22_%’

Note el lector que o debe ser una densidad de carga real, no una densidad de carga
de polarizacién. Note también que estamos aceptando que nuestra teoria es
consistente con un valor infinito para la densidad en volumen de carga en ciertas
condiciones y que la indeterminacion Lim, ,,2pdh=%x0 Se resuelve mediante una

densidad superficial de carga.

Rotacional
« El dibujo representa un circuito cerrado rectangular elemental
dr; C2“ que pasa por los dos medios electromagnéticos 1 y 2. Los
T trayectos superiores e inferiores son dr;, , los trayectos
il Cig laterales son de semi-longitud dh y la superficie dS del circuito

> es perpendicular a la superficie de separacion entre medios
que, marcada con linea gruesa, divide al circuito en dos partes
iguales. Los trayectos superior e inferior deben ser paralelos y de la misma longitud, ya
que en el limite deben coincidir con el mismo segmento tangente dr en la superficie de
separacion. En linea punteada tenemos los vectores correspondientes del campo en
los medios 1 y 2. Aplicaremos el teorema integral del rotacional a este circuito
elemental para las correspondientes ecuaciones de Maxwell para medios lineales

VXE_-—:>§E-dr_(Ez—E1) odr+O0(dEdh)+O(dExdh) = j— odS = 0(< >dS)

VxH = J+6—:§H-dr_(Hz—H]) edr+O(dHdh)+O(dHdh) = ondS+j—-ds Je 2(dr><dh)+0(< >dS)

Los términos 0O(dCdh) admiten una interpretacién analoga al analisis anterior para las
leyes basadas en la divergencia de un campo vectorial, de modo que pueden

considerarse diferenciales de segundo orden. Los términos 0(< C>dS)tamb|en se

pueden considerar diferenciales de segundo orden (dS) si suponemos un
comportamiento regular acotado para la derivada parcial temporal del campo vectorial
correspondiente; excluyendo por falta de significado fisico valores infinitos para los
campos 0 para su variacion en el tiempo. Segun esto, la hipétesis de discontinuidad
del campo produce los siguientes resultados

(Ez —El).; =0 5 (ﬁz —EI )0; = (Limdh_,()YZd/’l)O (EXE)

donde t es un vector unitario cualquiera tangente a la superficie de separacién y n es
un vector unitario perpendicular a la superficie de separacion y orientado del medio 1
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al medio 2. Como resultado tenemos que la componente del campo eléctrico
tangencial a la superficie de separacién se comporta efectivamente de forma continua
en el cambio de medio; mientras que la componente tangencial del campo magnético
H admite una discontinuidad en tanto tenga sentido el limite Lim,, ,,2Jdh. Ademas la

corriente J debe ser una corriente real, no de magnetizacion; bien sea convectiva o de
conduccion. De la relacion J=pv para corrientes de conveccion debemos aceptar que
el limite anterior tiene el significado de wuna densidad de corriente
superficial j = Limy, ,,2Jdh=(Lim,, ,,2pdhv=cv. Por supuesto esto supone que
debemos aceptar que en la superficie correspondiente la densidad de corriente en
volumen debe ser infinita. Si la corriente superficial es de conduccién y aplicamos la
ley de Ohm J=CE debemos aceptar una conductividad {=«. Por tanto, salvo medios de
conductividad infinita, podemos suponer que las componentes tangenciales a la
superficie de separacion entre medios del campo eléctrico E y del campo magnético H
se comportan de modo continuo al pasar de un medio a otro. Note el lector que existen
medios fisicos reales con conductividad infinita y un ejemplo de esto son los materiales
superconductores.

Reuniendo todos los resultados para las condiciones de discontinuidad del campo
entre medios lineales tenemos
(52—51)02=0 ; (Ez—a)n;=0 ;
(E2=Er)or=0:(H2—Hi)or=jo(uxt)

- =\ - oo

(Jz—.h)'nz—g
En términos generales, los materiales no son conductores o dieléctricos perfectos, sino
que en la mayor parte de los casos pueden darse simultaneamente fendmenos mixtos
de polarizacion/magnetizacion con corrientes de conduccion que sigan la ley de Ohm.
En el contexto de densidades de carga y corriente que varian armonicamente con el
tiempo , el caso fundamental de las ecuaciones de Maxwell, podemos expresar los
resultados anteriores para este caso mixto general

(gziz—gll_?l)o;;:a ; (,uzﬁz—,ulﬁl)o;t:O ;
(E2—Er)or=0; (Ha—Hi)Jor=jo(nxr)
gZEz—glgl en=ioc
Si consideramos medios materiales de conductividad ¢ finita, entonces debe ser j=0.

En este contexto podemos despejar la densidad superficial de corriente entre la
primera y la ultima ecuacion obteniendo

l(ia"‘:z —gz)EZ _(iwgl —§1)EIJ‘Z=0 = (ia)82 —§2)E2n =(iw<91 _gl)Eln

lo que relaciona la componente normal de la amplitud del campo eléctrico en uno y
otro medio. Incluyendo el resto de ecuaciones tenemos

Discontinuidades del campo en medios lineales sin conductividad infinita
(iafz_gz)Ezn :(iafl _gl)Em E) =E,
Hy, = mH,, H, =H,

Note el lector que hemos hecho un supuesto : la frecuencia w del campo se mantiene
igual a ambos lados de la superficie de separacion entre medios. Podemos hablar de
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un principio de constancia de la frecuencia que abarca mas alla del
electromagnetismo, como el lector puede ver en el trabajo Sobre la ecuacion de
ondas.

Para el caso en que uno de los materiales, tomemos el medio 2, presente
conductividad infinita {,==~; entonces la consistencia de la primera ecuacion, que debe
ser cierta en todos los casos, requiere que sea E,,=0. Ademas, si consideramos la ley
de Ampeére-Maxwell en el medio 2 tenemos

VxH) = (g2 —igz)Ez

y siguiendo la condicién fisica de que los campos admiten valores acotados y son
derivables en cada medio, la relaciéon anterior nos dice que una conductividad infinita
en el medio 2 implica que el campo eléctrico E, en dicho medio debe anularse
completamente, no solo la componente normal como hemos visto. Por otra parte la ley
de induccion de Faraday-Maxwell es

VxE; = iyza)ﬁz

de modo que si el campo eléctrico E, es nulo también debe serlo el campo H. : En un
medio lineal de conductancia infinita los campos eléctrico E y magnético H deben ser
nulos. En resumen:

Discontinuidades del campo en medios lineales cuando el medio 2 es de conductividad infinita

o E, =E, =0
E2n =O 5 Eln = —— 2t 1t

&

mHy, = H,, =0 H,, =0 H1,=—30(Z><;)

Optica basica y Electromagnetismo.

A lo largo del texto nos hemos referido a que la velocidad de la luz es un parametro
fundamentan en electromagnetismo. Si la luz es un fenémeno electromagnético,
entonces deberiamos poder dar una explicacion del fenédmeno éptico que se produce
cuando la luz llega a una superficie didptica, es decir, una superficie que separa dos
medios transparentes con distinto indice de refraccion. Y este fenomeno es la divisién
de la luz incidente en luz reflejada y luz transmitida (o refractada). Partiendo desde
cero, lo primero es dar una descripcion de la luz en términos del campo
electromagnético. En la seccién sobre ecuaciones de Maxwell se dedujo la ecuacién
diferencial de los campos E,B en condiciones dindmicas. En ausencia densidades de
carga (p)y con una densidad de corriente de conduccion J= ¢E el resultado es

OE  OE

+ PR
or’ He ot

V’E = ue

D
oo}

Las ecuaciones anteriores representan el caso general de un medio que combina
simultaneamente caracteristicas dieléctricas y conductoras. Vamos a analizar el
comportamiento de soluciones en forma de onda plana de estas ecuaciones

E=E, exp(—i(ot —;o;)) ; B=Bo exp(—i(at —;o;))
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Si sustituimos estas funciones complejas en las ecuaciones diferenciales anteriores
llegamos a la siguiente relacion

K = usa’ +iucw
Si suponemos, como parece natural, que la frecuencia de la onda w es un ndmero
real, entonces debemos asumir que el vector de onda k tiene un médulo complejo.
Dentro del algebra lineal y la geometria que conocemos este resultado solo es posible
formalmente si el vector k es un vector complejo de esta forma

- —r i - — —r et —r et —r —r —i —i . —i —r
K=K +ik D KoK=k +iKk |®| Kk +ik |=|Kk ok —Kk oK |+i|2K oK

donde i es la unidad imaginaria y k" son vectores reales habituales y el punto
representa el producto escalar.

Recordando el efecto de los operadores derivada parcial temporal y gradiente sobre
las funciones exponenciales complejas

%exp(—i(a)t—;o;)) =—ia)exp(—i(a)t—;o;)) ; Vexp(—i(a)t—;-;)) :i;exp(—i(wt—;o;))

y utilizando el célculo vectorial podemos expresar facilmente las ecuaciones de
Maxwell para los campos anteriores

ECUACIONES DE MAXWELL PARA ONDAS PLANAS
Ley de Gauss VeE=0 KeE=0
Ley de Faraday-Maxwell — 0B “xE=wB
VXxE=——
ot
Conservacion flujo magnético VeB=0 KkeB=0
Ley de Ampére-Maxwell — — | xxB=— iuc)E
y P VxB—ygEJr,w;“aa—f k% B =—(wus +iuc)E

La primera conclusion de estas relaciones es que los vectores E,Bk son
perpendiculares entre si, y ademas, en el orden E,B,k en que se han escrito, forman
un triedro rectangular directo:

- _ _ _ . L 2 2
EFeB=Bex=keFE=0 ExB:lEx(KxE)=EfK;f>0
10} 1) ®

recordando la definicion del vector de Poynting, tenemos que k es paralelo a la
direccion de propagacion de la energia de la onda, o en términos 6pticos, la direccion
de un rayo de la onda. Sin embargo, en tanto que k puede ser un vector complejo, las
relaciones geomeétricas de perpendicularidad o paralelismo con este vector deben ser
matizadas, como veremos mas adelante.

Note el lector que, a pesar que los campos eléctrico y magnético de la onda invierten
su direccion periddicamente, el vector de Poynting mantiene la direccion constante del
vector de onda, es decir, la energia electromagnética mantiene su direccion de
propagacion y por tanto puede crear un efecto acumulativo sobre un material
absorbente. Tenemos por tanto una descripcién del campo electromagnético de la luz
y esta descripcibn debe satisfacer las condiciones de discontinuidad para las
componentes del campo normales y tangenciales sobre la superficie didptrica:
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Discontinuidades del campo armdnico en medios electromagnéticos lineales
(ia)gz S )EZn = (ia"91 —S )Eln E, =E,
By, =B, By _By

Hy  Hy

En muchos casos los medios épticos son medios sin magnetizacion apreciable
intrinseca o inducida en presencia de campos magnéticos, de modo que podemos
suponer u; = U> = Wp; donde py es la permitividad magnética del vacio. Expresemos
ahora el campo en ambos lados de la superficie diéptrica. A un lado de la superficie
tenemos los campos de las ondas incidente y reflejada y al otro lado tenemos el
campo de la onda transmitida. Si denominamos por C una componente cualquiera
(normal n o tangencial f) del campo eléctrico o magnético, segun la tabla anterior
tenemos que debe verificarse la siguiente ecuacion

C exp(—i(wt — Ki®ra+ »))+ C, exp(—i(w,t— Krora+ »,)=R C. exp(—i(w,t — Kiora+ ®,))

donde R es una constante compleja en general que da cuenta de las condiciones de
frontera de la componente normal E, del campo eléctrico y vale 1 para el resto de
componentes, ry corresponde a un punto cualquiera en la superficie didptrica y ¢
representan constantes de desfase. Si fijamos un punto determinado en la superficie
didptrica rqp la expresion anterior es una ecuacion que debe mantenerse para cualquier
valor del tiempo

Ciexp(—i(w — ) + Crexp(—i(w,t —¢,)) = RC: exp(—i(w,t — ¢,))

donde @;,;: =K;.s+i: SON constantes independientes del tiempo. Si recordamos la
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, el segundo miembro es una solucion de
la siguiente ecuacion diferencial de primer orden

-t

dTC =—io,C' ;C (0)=RC,exp(ig)
1

la condicion inicial (t=0) indicada junto con la ecuacion diferencial determinan una
Unica solucion posible. Si hacemos un razonamiento similar para el primer miembro
tenemos, tras alguna manipulacién algebraica, la siguiente ecuacion diferencial.

dcC —i

= C d (=i —=r —i —r o +o, (=i = o, -, =i =r
di :—(c +C ):—i(wiC +,C ):—i( ‘ ][C +C j—i[ d j(c -C )
ac _| Cat 2 2
—=—in,C
dt

Las ecuaciones diferenciales encontradas deben ser la misma ecuacién, ya que las
condiciones de continuidad aplicables al campo electromagnético en la superficie del
dioptrio exigen que las expresiones a derecha e izquierda de la correspondiente
ecuacion sean las mismas funciones del tiempo

—t
C 4T =RC = {2(C4C | 22| T4 T ) 252 | T T ) =1 25 i
dt 2 2 dt

lo cual solo es posible, a la vista de este resultado, si las frecuencias incidente,
reflejada y transmitida son las mismas : W= w,= wx.
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Hasta este momento las conclusiones encontradas son validas sin ningun tipo de
restriccion, pero a partir de ahora hacemos la siguiente restriccion fisica : el medio de
la onda refractada es un medio genérico que puede ser conductor o dieléctrico, pero
elegimos para las ondas incidente y reflejada un medio dieléctrico no conductor.
También, aunque sin pérdida de generalidad, elegimos un sistema de coordenadas
cartesiano con uno de sus planos coordenados, por ejemplo el plano XY, coincidente
con el plano diéptrico de separacién entre medios. Recuperando el concepto de
vector de onda complejo, la onda en el medio conductor se describe asi

E=Eo exp[—i(at —(;r +iKk )o ;)] =Eo exp[—;i or] exp[i(a)t K o;)]

donde vemos que aparece un factor de amortiguacion de la onda asociado a k' . Esta
amortiguaciéon debe anularse en todos los puntos de la superficie de separaciéon entre
dieléctrico y conductor, ya que la onda aun no ha penetrado en el conductor; lo cual
significa que el factor de amortiguacién debe ser 1 en dichos puntos y por tanto el
producto escalar del vector k' por cualquier vector del plano de separacion (XY) debe
ser nulo; lo que significa geométricamente que el vector ' debe ser perpendicular a la
superficie de separacion. Por otro lado, el vector k" tendrd la direccién de propagacion
de la fase ondulatoria en el medio metélico y ambos vectores k" deben satisfacer las
siguientes relaciones
K* = HeW” +iucwm

—i

- -r
K=K +IK

donde n es un vector unitario perpendicular a la superficie de separacién entre medios
y a una constante real de proporcionalidad. De esta forma la funcién exponencial
asociada al campo electromagnético sigue cumpliendo la ecuaciéon de ondas también
en el caso de un medio conductor y solo resta comprobar que puede satisfacer las
condiciones de contorno exigibles para que sea la soluciéon de nuestro problema. Sin
embargo este resultado tiene el coste de introducir un vector complejo k que supone
un cambio profundo, ya que k no es asimilable a un vector real euclideo habitual : si
multiplicamos vectorialmente k por el vector real euclideo k' tenemos

K XK=K XK = r'esin( 0,) = k' sin( 0,)
y de la relacién entre médulos tenemos que, siendo k™ vectores reales 6, debe ser
también un valor real; pero al ser el mddulo de k un valor complejo, entonces el angulo
6. debe ser también un valor complejo; lo que escapa a una interpretaciéon fisica
directa habitual en el caso de vectores reales.

De las relaciones anteriores para los vectores de onda se puede deducir que los
campos E,B en un conductor no son en general perpendiculares a la direccién de
propagacion real de la onda dada por el vector k” ; aunque si son perpendiculares al
vector de onda complejo k, pero solo como formalismo matematico. Por otro lado el
frente de ondas plano propio de la exponencial compleja agrupa valores del campo
con la misma fase y es perpendicular a k, , mientras que en los planos perpendiculares
a k; la amplitud del campo es la misma. Por tanto el frente de ondas en un medio
metalico no presenta en general un mismo valor de amplitud en todos sus puntos.
Recordando las ecuaciones de Maxwell y el caracter complejo del vector k en
conductores se deduce que los campos eléctrico y magnético de una onda presentan
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un cierto desfase en medios conductores y no alcanzan simultaneamente valores
maximos y minimos como lo hacen en medios no conductores. Segun la interpretacion
energética del vector de Poynting este desfase supone que hay momentos en que la
onda se propaga en direccion opuesta al vector de onda.

Una vez dicho esto, avanzamos mas en el mismo contexto de continuidad del campo y
completamos el razonamiento anterior basado en la variacion de la coordenada
temporal pero variando ahora la posicién sobre la superficie diéptrica ry y manteniendo
constante el tiempo t,. Recordando que en nuestro sistema de coordenadas cartesiano
el plano XY coincide con el plano didptrico y en este plano el factor de amortiguacion
vale 1, tenemos que las ondas incidente, reflejada y refractada son esencialmente
exponenciales complejas sin amortiguacion en dicho plano. En el sistema de
coordenadas descrito cualquier vector vector ry en el plano de separacion se puede
expresar como una combinacion lineal de dos vectores cualquiera t;,t, en el mismo
plano que sean linealmente independientes ra=an+pt», y razonando

alternativamente con las variables independientes a, 8 de modo similar al caso anterior

con la variable tiempo llegamos a la siguiente conclusion k; et =k, et =x, et , donde el
vector t es un vector cualquiera tangente al plano diéptrico y k;.; son las componentes
reales de los vectores de onda, es decir, segun las restricciones fisicas definidas
antes.

Ley de Snell

Ya que los resultados anteriores son validos para cualquier vector t del plano dioptrico,
podemos deducir directamente

o (ke=Ki)er=0=k =k +an
kioet=k,ot=K,0t= (

K Joi=0= =i+ fn
donde n es un vector unitario perpendicular al plano dioptrico. A partir de estos

resultados, si multiplicamos la primera ecuacion por By la segunda por a es evidente
que podemos encontrar una  combinacion lineal de la  forma

(a— ki + Bx: —ak, =0 de modo que los tres vectores de onda k;;, no son linealmente

independientes, y solo existen dos vectores independientes que determinan el plano
de incidencia : aquel que contiene todos los vectores de onda. Igualmente, tomando

por ejemplo x, =k; +an, vemos que el vector n normal a la superficie tampoco es
linealmente independiente de los vectores de onda y por tanto dicho vector n esta
contenido también en el plano de incidencia. Por tanto el plano de incidencia queda
determinado totalmente por el vector de onda incidente k; y por el vector n normal a la
superficie; y los vectores de onda reflejado y transmitido estan incluidos en dicho plano
de incidencia.

De los dos resultados anteriores : k,=k;+an, x: =ki+pn , y multiplicando

vectorialmente por n, tomando médulos y utilizando longitudes de onda A (k=2m/A)
tenemos

1 1 1 1
—sen =—sen(@,) ; —sen(p,) =— sen(e,
2 (@) 2 (@) P (@) ) (@)

T i 1 i
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pero dado que la onda incidente y la reflejada estdn en el mismo medio su velocidad
sera la misma, y si su periodo T es también el mismo entonces también lo sera su
longitud de onda A= A; y por tanto los angulos de incidencia y reflexion referidos a la
normal n a la superficie son iguales para las ondas incidente y reflejada ¢ = ¢, Si
ahora multiplicamos el resultado anterior por el periodo comun Ty por la velocidad de
la luz en el vacio (c¢) obtenemos la ley clasica de Snell en funcion del indice de
refraccion n=c/v de cada medio

V= i :>£ sen(@,) = £sen((pl.) =n,sen(@,) = n.sen(y,)
T v, v;
donde, recordamos, las ondas incidente y reflejada estdn en un medio dieléctrico
aislante y la onda transmitida en un medio genérico que puede ser aislante o
conductor. Este resultado supone explicitamente un indice de refraccién en un medio
conductor y existen modelos de materiales conductores como el de Drude capaces de
dar valores aproximados de este indice de refraccion. El punto de encuentro entre la
optica y el electromagnetismo es la relacion directa entre las constantes pe y la
velocidad de fase v de una onda electromagnética. Es precisamente esta velocidad de
fase la que aparece en el indice de refraccién n=c/v.

Intensidades del campo incidente, reflejado y transmitido.

El plano de incidencia tiene una propiedad importante en una gran cantidad de medios
fisicos. Si la onda incidente tiene uno de sus campos ,eléctrico o magnético, en el
plano de incidencia, entonces el campo correspondiente de las ondas reflejada y
refractada también esta en el mismo plano de incidencia. De aqui se deduce que el
campo restante se mantiene perpendicular al plano de incidencia en las ondas
incidente, reflejada y transmitida y por tanto este campo mantiene una direccion de
polarizacion constante. Para la descripcion de estos campos es conveniente la
utilizacién de un sistema de coordenadas (n,f) asociado al plano de incidencia
segun muestra el dibujo. El vector unitario t esta en la direccién de la interseccion
entre el plano de incidencia y la superficie didptrica y el vector unitario n es
perpendicular a la superficie didptrica. Aprovechando el dibujo, y de la geometria
elemental, sabemos que los vectores suma y diferencia de otros dos vectores de
igual moédulo son perpendiculares entre si, en este caso

(ki+k)olki—k. )=k —k> =0

y dado que la diferencia vectorial ki-k; es paralela a n, entonces la suma vectorial
ki+k, debe ser paralela a t, ya que las combinaciones lineales de vectores en el plano
de incidencia deben mantenerse en el mismo plano de incidencia, y por tanto

%i-i—%r 25;

Si Cll representa un campo, bien sea el eléctrico o el magnético, polarizado en el plano
de incidencia y Ct el otro campo, que sera perpendicular al plano de incidencia,
clL

entonces podemos determinar el vector t de esta forma r=nx “_
C |

; donde Ct puede

ser el campo correspondiente de cualquiera de las ondas :incidente, reflejada o
transmitida.



Introduccién al Electromagnetismo 80

Vamos a considerar inicialmente una onda incidente con el campo magnético
polarizado en el plano de incidencia, y por tanto el campo eléctrico perpendicular al
plano de incidencia. Recordemos ahora las discontinuidades del campo

Discontinuidades del campo armdnico en medios lineales
(iwz_gz)Ezn :(iwl_gl)Eln Ey =Ey,
BZn :Bln & :ﬁ
Hy K

debido a la polarizacion del campo magnético en el plano de incidencia, los campos
eléctricos de las ondas incidente, reflejada y transmitida son paralelos a la superficie
dioptrica de separacion entre medios. Las condiciones de discontinuidad y las leyes de
Maxwell nos llevan a los siguientes resultados

Ezr :E“ :>Ei+EV :Er
%:%:(Ex@)'i"‘@rXEV)J:%:(;’ XE’)';

Note el lector que, mediante las ecuaciones de Maxwell, aparece el vector de onda

. - Ve -r . Ve
complejo «; integro en vez de su componente real x;. Aplicando la formula para el
vector ten este caso y resolviendo el tipo de operacidn en el que aparece tenemos

f:nxi:,(kxE).[nxZ]:[(kxg)xn].gz(k.n}E

llevamos este resultado al sistema de ecuaciones anterior y resolvemos E, E; en
funcion de E;

E +E, =E, L (ﬂf% _M,l;t).ziL
r = = = —E;

(%iOE)Ei+(£,o;)Er =&(;'°;)E, N (,u, K= k:).n
H o M 2kien
otk =t S P R

resultado vélido solo para el caso en que el campo magnético B de las ondas
incidente, reflejada y transmitida estan en el plano de incidencia, y por tanto el campo
eléctrico E es perpendicular (L) al plano de incidencia para todas las ondas.

Veamos ahora el caso en que es el campo eléctrico el que esta polarizado en el plano
de incidencia y el campo magnético es tangente a la superficie de separacién

By _Bu B 1B =B,
Hy Hy H,

— - — - 1 —  — -
E, =E, = ;(kix& +k,xB,)ot = (K,xB,)-r

OpE; + IS, OpE, FiLLG,

aplicando la férmula para el vector t en este caso y resolviendo el tipo de operacion en
el que aparece tenemos

;:,;x"%"3(;Xg).[;xﬁ]:[(;xg)xz]."%":(;.;)|3||
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sustituyendo este resultado en el planteamiento anterior e introduciendo los valores y,
n deducimos

Bi+B, =“iB,
. H,
X = WHE +1HG
X vicl (k,.cn)B,. +<kron)Br :ﬁ(l(, -n)B, .
nN=—=wexig = ki —
U B B ) X B, :& _1377, k_l.in _B:
ki+k,=¢t A (77z Ki—1, k')'”

El campo eléctrico y el magnético estan relacionados por la ley de Faraday-Maxwell y
de esto concluimos lo siguiente

tomando el médulo geomeétrico en los resultados, considerando que los mdédulos k= K,
y dado que los correspondientes campos y vectores de onda son perpendiculares
entre si tenemos

El = . '% _’771%’)@ E!

(7% -k, Jon

Bl = _ki g

2771.’1%,- on
H; (771_] ;’ —77,-_1%»-)’” K,

resultado valido solo para el caso en que el campo eléctrico de las ondas incidente,
reflejada y transmitida estan en el plano de incidencia ( £'), como indica el superindice

con dos lineas paralelas. Note el lector que los médulos que aparecen aqui son en
general valores complejos, con parte real y parte imaginaria, por los términos «, 7, .

En el caso de medios no conductores, la componente compleja del vector de onda «:
desaparece y los resultados anteriores se suelen expresar en términos del indice de
refraccion n o el factor Z utilizando las siguiente relaciones

ke K
o Ny B we
1
v=—;n=£= cJue s k=3aulZ ;Z=<wulk;n= w,u_lnz/c2
vV HE v 2,2
culZ onlc culn ou’lZ

Otro caso habitual en la bibliografia es el de incidencia normal sobre un medio
conductor. En este caso las ondas incidente, reflejada y refractada son paralelas y se

puede poner x, =-xn . Esto simplifica los productos escalares de x: en los
resultados encontrados: «, en =—«,. Note también el lector que para incidencia normal

tenemos ;x, =k +ix, =k +iy
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Penetracion de una onda electromagnética en un metal en incidencia normal. Efecto
pelicular

De la relacion anterior para incidencia normal despejamos los valores k,y de esta
forma

2ky = pgw }
=
r q1/2

kz—;/zz,uga)z 5
. (£ -
2 &

de esta forma la onda plana luce asi en nuestro sistema de coordenadas

(k+i;/)2 =,uga)2 +iucw 3{

E — (Eoef;/z )ei(k z-wt)

donde vemos que y ,a componente compleja de k, produce un efecto de
amortiguacién de la onda a medida que se adentra en el metal aumentando la
coordenada z. La amplitud tiene ahora una dependencia exponencial con z, pero el
resultado sigue siendo una onda plana ya que los planos de igual fase y de igual
amplitud coinciden. Vemos que los parametros k,y dependen fuertemente del cociente
¢/ew. Este cociente tiene un significado fisico de la mayor importancia. Si
multiplicamos numerador y denominador por el modulo E del campo eléctrico completo
(incluyendo todas las componentes E,,E, ) tenemos

s ¢k J _ corriente —de — conduccion

ew soE c OE  corriente —de — polarizacion
ot

por tanto este cociente esta directamente relacionado con el caracter mas o menos
conductor o aislante del medio. En el caso de un metal como el cobre la corriente de
conduccion supera con mucho a la de polarizacién y en el caso de un dieléctrico como
el plastico la corriente de polarizacion superara en mucho a la de conduccién. Este
cociente permite crear una escala de la calidad como conductor o aislante de cualquier
material y de este modo comparar distintos materiales; y de hecho la inversa Q=cw/¢
se conoce como factor de calidad del medio y se designa con la letra Q (quality). Para
metales tenemos Q<<71— ¢/ew>>1y podemos aproximar

kz}/z,/'u—iw ; Q=@<<l;w=2m/
-

El inverso de y representa la distancia tal que la amplitud de la onda electromagnética
plana se reduce en un factor 1/e y se conoce como profundidad de penetracion. Para
un metal como el cobre tenemos (v es la frecuencia de la onda en Hertz)

¢: (Ohmxm)” g: (CYNxm?) u: (Nxs>xC?) | Q k' (m)

6x10’ 8.854187x10" | 4mrx107 1078y 6.5x10%/ v'?

El resultado indica que la aproximaciéon Q<<7 es vélida para frecuencias v<<10"®
Hertz; lo cual limita a frecuencias por de debajo de la region ultravioleta del espectro.
Es a partir de esta regién en la que aparecen fenédmenos cuanticos en los metales
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como es el efecto fotoeléctrico. En cuanto a la profundidad de penetracion, a bajas
frecuencias se puede considerar que no existe atenuacion apreciable, pero al entrar en
la regién de las microondas (v~3x10° Hertz) la profundidad de penetracién es del orden
de una micra (10 metros); realmente pequefa.

Para el caso que vimos en una seccion anterior de una onda electromagnética
transfiriendo energia a un cable eléctrico mediante la componente P, del vector de
Poynting, si la fuente de sefal/alimentacion oscila en frecuencias proximas a las
microondas, entonces resulta que los campos en el interior del conductor son no nulos
en un margen de micras respecto de la superficie. A este fenémeno se le denomina
efecto pelicular y significa que solo puede circular corriente de conducciéon en una
zona relativamente pequena de la periferia del cable mientras que en el interior la
corriente es despreciable. Ya que la seccidn efectiva por la que circula la corriente es
menor, la resistencia eléctrica, inversamente proporcional al area de dicha seccién
conductora, es superior. En circuitos de alta potencia esto puede suponer altas
pérdidas en forma de calor. Esto también es un limite en el caso de los ordenadores
personales actuales cuyos procesadores funcionan con sefales préximas a las
microondas y disipan mucho calor.

El efecto pelicular también influye en el disefio de antenas. Si las ondas
electromagnéticas utilizadas son de baja frecuencia, como las de radio o television, el
disefio de las antenas utiliza barras metdlicas que se orientan paralelamente a la
direccion de polarizacién de la onda de modo que la sefal induzca corrientes lo mas
potentes posibles en la antena, ya que no hay problema con la profundidad de
penetracidén de la onda en las barras metalicas de la antena. Pero con sefales en el
rango de las microondas se utilizan antenas parabdlicas. Esto se debe a que la
profundidad de penetracién de la sefial en el metal de la parabola es tan pequena que
las ondas mas bien rebotan en la parabola y se concentran en su foco. Este rebote
también se produce en el caso de la luz visible incidiendo sobre metal pulido, que
actua igual que un espejo. El rebote es el comportamiento légico de una onda que
impacta sobre un objeto sobre el que no puede realizar un desplazamiento interno
efectivo, como una onda mecanica elastica que impacta sobre un objeto rigido, sin
propiedades elasticas, muy masivo. Esto se puede ver en el trabajo sobre la ecuacidon
de ondas.

Finalmente, retomemos la discusién sobre el transporte de energia en un circuito
discutido en la seccién sobre interpretacion energética de la corriente eléctrica. Alli se
establecié que el transporte de energia en un circuito de corriente alterna se debe a
una onda electromagnética que circula por el exterior del cable (medio dieléctrico
aislante) y se va transmitiendo al interior del cable conductor. Si es asi, entonces
debemos suponer también que existiran ondas reflejadas que supondrian una pérdida
de energia distinta al efecto Joule. La realidad es algo mas compleja y esta energia
reflejada acaba volviendo a ser reabsorbida. Esto se debe a dos causas :

1-La longitud de onda es mucho mayor que el tamafno del circuito.
2-El circuito en esencia es una corriente cerrada.

La consecuencia de esto es que las ondas reflejadas en una parte del circuito (la
corriente eléctrica va en una direccion) interfieren destructivamente en zonas
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relativamente cercanas al circuito con las ondas reflejadas en la parte opuesta (la
corriente eléctrica va en la direccion opuesta). Esto hace que esta energia no se
pierda y vuelva a ser absorbida por el cable conductor. El efecto neto es que la onda
es completamente absorbida por el cable conductor.

Insuficiencia del electromagnetismo clasico en situaciones fisicas que incluyen
el movimiento relativo de observadores.

A El dibujo adjunto muestra un circuito eléctrico formado por un lazo de cable

en reposo R, dibujado en trazo fino, y otro cable recto M en trazo grueso que
se mueve hacia la izquierda en contacto con el cable en reposo R. En la zona
del circuito existe también un campo magnético constante B para el

observador en reposo. El dibujo representa también dos observadores, uno
en reposo R y otro mévil M asociados a los correspondientes tramos del
circuito. Para explicar lo que ocurre en el circuito podemos recurrir a la ley de

induccion de Faraday: en el circuito hay una variacion del flujo magnético
a través de la superficie S del circuito: IB-dS , y por tanto debe aparecer una
corriente que realizard un trabajo ’ contra la resistencia eléctrica del

circuito a costa del trabajo necesario para mover el segmento M. En el contexto del
principio de relatividad esta explicacion es perfectamente valida para ambos
observadores; sin embargo aparece un problema de consistencia cuando ambos
observadores buscan la correspondiente fuerza electromotriz, es decir, la fuerza que
sostiene la corriente eléctrica en el cable, mediante la fuerza de Lorentz F =4vxB.

Para el observador R el segmento M esta en movimiento con velocidad v en un campo
magnético y por tanto la fuerza electromotriz esté localizada en este tramo My actiua
moviendo el gas de electrones libres del metal. Pero para el observador M este mismo
tramo esté en reposo relativo y la fuerza electromotriz derivada de la fuerza de Lorentz
se genera en el tramo del cable R opuesto al tramo M; puesto que, abstrayendo los
cables laterales, es el tramo en movimiento para M. Ademas para M la fuerza
electromotriz es de sentido opuesto que para R, ya que las correspondientes
velocidades relativas son iguales en modulo pero de signo opuesto : (#v) Fg=-Fy. Por
tanto la direccion de la corriente que recorre el circuito es en el mismo sentido para el
observador Ry para el observador M.

Pero el hecho de que dos observadores en movimiento relativo no estén de acuerdo
en el lugar fisico en que actua la fuerza electromotriz atenta directamente contra el
principio de relatividad clasico de la mecénica, segun el cual cualquier fuerza, incluida
la Fuerza de Lorentz, debe mantenerse idéntica entre dos observadores en
movimiento relativo uniforme. La férmula matematica de la fuerza de Lorentz supone
que esta inconsistencia aparece incluso a velocidades relativas v arbitrariamente
pequenas y por tanto es un problema que afecta a la misma base de la ciencia fisica;
guedando la amarga sensacioén de que hay algo que funciona muy mal en la teoria
clasica del electromagnetismo.

Si recurrimos al experimento y a las medidas experimentales comprobaremos que es
el observador R el que maneja la fisica correcta. La fisica del observador M debe ser
corregida de modo que este observador también coincida en que la fuerza
electromotriz se produce en el tramo M. Una posibilidad es que la velocidad que
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aparece en la fuerza de Lorentz sea una velocidad absoluta, de modo que cualquier
observador, sea en M o en Marte, haya de referir esta velocidad al observador R; sin
saber muy bien que tiene éste observador de especial. En contra de esto se puede
decir que el propio Faraday establecid en sus resultados experimentales que lo
relevante en los procesos de induccidn era el movimiento relativo de acercamiento o
alejamiento entre las distintas partes del sistema; nunca hizo referencia a ningun tipo
de movimiento o velocidad absoluta o referida a un sistema de coordenadas
privilegiado. En nuestro caso esto significa que la corriente generada es la misma si
movemos el tramo M manteniendo fijo R ,0 si movemos R manteniendo fijo el tramo M,
en ambos casos con la misma velocidad relativa de acercamiento o alejamiento ente R
y M. Si mantenemos que la velocidad de la fuerza de Lorentz es siempre una
velocidad relativa a un observador, y dado que el tramo M esta en reposo relativo para
el propio observador M, la Unica explicacién posible que mantiene la fuerza de Lorentz
consistente con el principio de relatividad es que exista un fenémeno fisico cinematico
tal que el observador M, ademas del campo magnético, perciba un campo eléctrico Ey
que es consecuencia del movimiento relativo respecto al observador R, y este campo
eléctrico debe cancelar exactamente la fuerza magnética de Lorentz que el observador
M atribuye al tramo R opuesto:

En=F/q=vrxBr

y también en los tramos laterales de R. Este campo Ej actiua en todo el espacio-
tiempo del observador moévil M, y sobre el tramo M es el responsable de la fuerza
electromotriz en el circuito para el observador mévil M. El electromagnetismo clasico,
es decir, el conjunto de las leyes de Maxwell y la fuerza de Lorentz, son incapaces de
predecir este fendmeno. La unica forma posible serian las leyes de Faraday-Maxwell o
Ampere-Maxwell que relacionan variaciones del campo magnético y el campo
eléctrico; pero esto no es aplicable ahora, ya que el campo magnético en M no varia ni
espacial ni temporalmente. Sin embargo el campo eléctrico E, propuesto es
consistente con el principio de relatividad clasico y de hecho el valor E,, propuesto es
una primera aproximacion de baja velocidad relativa respecto a la luz en el contexto de
la ley de transformacién del campo electromagnético entre observadores inerciales en
movimiento relativo que prescribe la teoria de la relatividad de Einstein, como veremos
mas adelante. La consistencia completa entre las ecuaciones de Maxwell-Lorentz y el
principio de relatividad exige que la velocidad de la luz en el vacio sea constante entre
observadores inerciales; una idea que queda lejos de los planteamientos clésicos. El
trabajo introduccion a la relatividad desarrolla esta teoria partiendo de principios
bésicos.

El electrén, la corriente de polarizacion y el principio de relatividad.

La idea de la naturaleza eléctrica de la materia procede de las primeras experiencias
eléctricas. Inicialmente se concibié un fluido eléctrico como en el caso del gas eléctrico
mencionado en los conductores. Sin embargo, en un margen de tiempo relativamente
corto entre 1890 y 1910, el marco conceptual sobre la naturaleza eléctrica de la
materia cambid radicalmente. Lorentz introduce la hipdtesis de que la electricidad se
compone de particulas iguales con carga y masa determinada y poco después
Thomson demuestra experimentalmente la existencia de particulas con relacion g/m
constante, mas tarde Millikan determina experimentalmente el valor de la carga de
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estas particulas, que pasan a llamarse electrones. Es en este contexto que podemos
hacer una interpretacion mecanica de la densidad de corriente de un conductor con la
formula J=Nev presentada al principio del trabajo. Por otro lado Rutherford establece
la estructura del atomo como un nucleo extremadamente pequefio con carga positiva y
rodeado por electrones que equilibran la carga eléctrica.

Desde el punto de vista del electromagnetismo el impacto de estos descubrimientos es
profundo. Si imaginamos ver la materia con un microscopio de cierta potencia,
veriamos un conjunto de particulas practicamente puntuales moviéndose en el medio
dieléctrico que es el vacio. Por tanto las corrientes de conduccion que hemos visto
proceden de un gas electrénico, formado por pequenas particulas iguales y la ley de
Ohm es el resultado estadistico del comportamiento de un sistema con muchas
particulas; cosa que ha sido ilustrada en la imagen inicial del plano inclinado.

Por otro lado aparece la necesidad, teérica y experimental, de describir las
propiedades eléctricas de la materia de acuerdo con la visiéon anterior. Es aqui donde
surge de forma natural el concepto de polarizacion de la materia como reaccion a la
acciéon de un campo eléctrico externo y la corriente de polarizacion asociada a las
variaciones de dicho campo eléctrico. Hemos visto que las ecuaciones de Maxwell
incluyen un término conocido como corriente de polarizacion asociado a la polarizacién
que un campo eléctrico produce sobre cualquier elemento material en general. En las
ecuaciones este término esta afectado por la constante ue =1/c? que es la inversa del
cuadrado de la velocidad ¢ de las ondas electromagnéticas en el material
correspondiente, como puede ser vidrio, agua o cobre. La luz es también una onda
electromagnética y verifica las ecuaciones de Maxwell; de modo que, por ejemplo, las
leyes de Snell de reflexion y refraccidén de la luz en cristales dieléctricos se pueden
deducir de las leyes del campo electromagnético (ver mas adelante). Ademas segun el
principio de relatividad las leyes de Maxwell deberian ser validas para cualquier
observador inercial. Esto significa que si cualquier otro observador en movimiento
relativo uniforme reproduce las mismas experiencias en su laboratorio en movimiento
relativo, como la reflexion/refraccién de la luz en un trozo de cristal ahora en reposo en
su laboratorio, obtendra que se verifican las mismas leyes de Snell.

Pero resulta que la luz es una onda electromagnética que se propaga en el vacio y
que las ecuaciones de Maxwell son validas también en el vacio con los valores
correspondientes de las constantes pe. Si aplicamos valores para el vacio (J=0, ue&o.)
obtenemos la siguiente ecuacion de Maxwell
= OE

VX B = g, or
ya que los valores ue estan bien definidos para el vacio. Vemos que la ecuacion
incluye la corriente de polarizacidn, pero en rigor en el vacio no existen ningun tipo de
materia y por tanto la interpretacion que hemos hecho del término de corriente de
polarizacidbn no es sostenible. Sin embargo la ecuacién anterior tiene una base
experimental ya que conduce a la existencia de ondas electromagnéticas. Por tanto la
ecuacion anterior representa un fenémeno fisico que en presencia de materia puede
interpretarse como corriente de polarizacién, pero que también se manifiesta en
ausencia de materia (vacio).
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En su momento los fisicos supusieron la existencia de algun tipo de materia que
llenaba el vacio, el éter, y que explicaria la corriente de polarizacion. También idearon,
infructuosamente, experimentos para medir el movimiento del éter, como el
experimento de Michelson-Morley. Pero desde el punto de vista l6gico resulta absurdo
pensar en este caso que un observador en movimiento relativo puede coger un trozo
de vacio/eter para que esté en reposo en su laboratorio y experimentar con él, tal
como si fuese un cristal. Y resulta absurda también la idea del movimiento respecto al
vacio, ya que por definicion el vacio no contiene ninguna referencia fisica.
Profundizando mas aun, a nivel microscépico la materia se compone de particulas
cargadas en un medio que es el vacio. Estas consideraciones permiten pensar que la
idea de movimiento del vacio es realmente absurda y que cualquier observador
inercial puede considerar al vacio igualmente en reposo ya que su posible movimiento
no influye en el comportamiento macroscopico de la materia. Si las leyes de Maxwell
son también igualmente aplicables para todos estos observadores la asombrosa
consecuencia necesaria de esta linea de pensamiento es que /a velocidad de la luz en
el vacio es la misma independientemente del movimiento del observador. Este es el
principio de constancia de la velocidad de la luz y es la base de la teoria de la
relatividad de Einstein; consulte para esto el trabajo Introduccion a la Relatividad.
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Electrodinamica relativista y espacio de Minkowski.

La electrodinamica es el estudio de la interaccion entre campos eléctricos y
magnéticos con cargas en movimiento. Al desarrollar la fuerza de Lorentz y su relacion
con los principios de conservacion del impulso mecéanico, impulso angular y energia en
secciones anteriores hemos desarrollado lo que podemos llamar la electrodinamica
clasica. Sin embargo es evidente que también existe un aspecto cuantico de la
electrodinamica de particulas elementales, como hemos podido ver en el efecto
Zeeman; y de hecho la electrodindmica cuéntica es un pilar fundamental de la fisica
moderna. Sin embargo también existe otro aspecto importante de la electrodinamica
que tiene que ver con el movimiento relativo del observador. En la teoria clasica de
Maxwell, las fuentes del campo tienden a tomarse en reposo o en movimiento
oscilante respecto al observador; y por tanto queda el problema del efecto sobre el
campo del movimiento relativo del observador. Este problema fue abordado por
Einstein en su famoso trabajo “Sobre la electrodinamica de los cuerpos en
movimiento”. Partiendo del principio de validez de las leyes fisicas del
electromagnetismo para cualquier observador inercial, independientemente de su
estado de movimiento; lo cual incluye el principio de constancia de la velocidad de la
luz en el vacio, Einstein demuestra que las medidas de espacios y tiempos que dos
observadores en movimiento relativo a velocidad v toman sobre un mismo evento
fisico estan relacionados , en lugar de la transformacién clasica de Galileo, mediante
las transformaciones de Lorentz®

y 00 —-p

0 10 O 5 \1/2
(AX',AY',AZ', cAt') = (Ax, Ay, Az, cAt) o 01 o ,y:(l—ﬂ) s B=vic

=B 0 0 ¥y

donde c es la velocidad de la luz en el vacio. La férmula matricial anterior relaciona las
medidas de dos observadores con sistemas de referencia ortonormales cartesianos
cuyos ejes x,x’ coinciden y se mueven relativamente a velocidad v pero manteniendo
paralelos* todos los ejes correspondientes : x,x” v,y z,Z.

En el proceso de derivacion de las transformaciones anteriores, Einstein encuentra la
existencia de una magnitud invariante fundamental entre sistemas de coordenadas
inerciales

(Ax)* +(ay)* +(Ac) —(car)” =(Ax) +(ay) +(82) —(ear’)

Mas adelante se dara a esta magnitud un significado geométrico, pero la existencia de
invariantes de este tipo es importante en la teoria de Einstein ya que permite introducir
limpiamente un concepto de vital importancia en el calculo : las leyes de trasformacion
del operador gradiente en cuatro dimensiones. Esto puede hacerse rapidamente
considerando una funcion invariante arbitraria f(x’,y’,z,t) = f(x’(x,t),y'(y),z(2),t'(t,x)) y
calculando las correspondientes derivadas mediante la regla de la cadena.

* Ver Introduccion a la Relatividad

* Note el lector que al hablar del paralelismo de los ejes correspondientes ya estamos introduciendo
conceptos no solo de dlgebra lineal, sino de geometria. Esto se harda mas patente en el resto del
desarrollo.
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of _ofoxy off o _fof) _vof
ox|, ox'|.ox|, or'|.ox|, 4 ox'|,: ¢t or v
gy _gpod oo o
ot|, ox'|.ot|, ot ot ox'|,  oOf|,.

Para obtener la transformacién de Lorentz correspondiente a las derivadas parciales,
debemos tener en cuenta que v es la velocidad relativa medida en el sistema “en
reposo” (x,y,z1) y, por lo tanto, debe estar en el lado correspondiente a las derivadas
parciales calculadas en dicho sistema “en reposo”. Esto se logra fécilmente
resolviendo los términos correspondientes en el sistema de ecuaciones anterior de
modo que en términos matriciales tenemos

y 0.0 py
00010, 22018/0 100
ox'’ oy o7 e or ox'dy oz cor’l 0 01 0
B 0 0 y

Note el lector que esta trasformacion es igual a la de Lorentz salvo por el signo
diferente de B; y de hecho se trata de la matriz inversa de la que aparece en la
transformacién de coordenadas

y 00 =BYr 00 pr y 00 By v 00 -=p) (1 000
010 00 10 0| |0 10 OO0 10 0 0100
0 01 00 01 0|0 01 0] 0 01 01]]0010
-pr 00 y ABy 00 y Br 00 y A\-B 0 0 0001

A continuacién Einstein aplica la transformacion del operador gradiente a las
ecuaciones de Maxwell para un observador en reposo y reordena linealmente los
resultados de modo que los rotacionales, divergencias y derivadas parciales
temporales reaparezcan de la misma forma que en las ecuaciones de Maxwell. Pero
estos rotacionales, divergencias y derivadas parciales temporales operan ahora sobre
combinaciones lineales de los campos iniciales del observador en reposo, y segun el
principio de relatividad, si las leyes fisicas son las mismas para cualquier observador
inercial estas combinaciones lineales deben corresponder al campo percibido por el
observador en movimiento relativo. Lo mismo ocurre para las fuentes del campo : las
densidades de carga y de corriente. Utilizando el algebra lineal de matrices los
resultados de Einstein se pueden obtener a partir del operador gradiente en cuatro
dimensiones y una matriz antisimétrica que representa el campo electromagnético de
esta forma

0 -B, B, E. /c
0 0 0 10 B, 0 -B, E,/c
_7_$_9__) . ’ :,Ll<.]x, J),, JZ’ pc)
Ox 0y 0z cot| —B, B, 0 E, /c

-E./c -Ej/lc -E /c 0

y en efecto el lector puede comprobar que la férmula anterior incluye las leyes de
Ampeére-Maxwell y de Gauss para el vacio : dos de las ecuaciones de Maxwell.
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Multiplicando a la derecha por la matriz de transformacién de coordenadas y
resolviendo la matriz identidad podemos poner

y 0 0 By y 00 -py 0 -B, B)_ ElcY » 00 -py
0 06 016/0 10 0 0 10 0 B, 0 -B, EJc| 0 10 0
Goovacal o o1 0o 01 o0 | -B B 0 Elc|l o 01 0|

Py 0 0 vy -By 0 0 y \-E.c —Ey/c -E /c 0 -By 0 0 vy

y 00 -8y

:ﬂ(fw i pc) 0 10 0

Vo 0 01 0

=By 0 0 vy

Recuperamos los resultados de Einstein sobre el campo y sus fuentes percibidas por
dos observadores en movimiento relativo de esta forma

0 -B. B, EJcy(y 00 -fY 0 -B. B, Elc\y 00 -p
B 0 -B, E,c| |0 10 0| B 0 -B, Edc| 0 10 0
-B, B, 0 Eel |0 01 0| -B, B 0 Elc) 0 01
-E'/lc -E',/lc -E'./c 0 -pyr 0 0 y \-E.c -E,Jc -E;/lc 0 \-fy 0 0
y 00 -pr
o ry rn pe)=le g aop) OO0
0 01 0
=fr 00 v

La relacidbn entre campos y movimiento relativo es consistente con la solucion
propuesta en la seccién anterior sobre Insuficiencia del electromagnetismo clasico en
situaciones fisicas que incluyen el movimiento relativo de observadores.
Posteriormente los resultados de Einstein fueron re-elaborados introduciendo un
contexto geométrico : el espacio de cuatro dimensiones de Minkowski. En este espacio
la coordenada temporal es imaginaria pura y la transformacién de Lorentz se entiende
como un cambio de base para la expresion de las coordenadas de un mismo vector en
el espacio de cuatro dimensiones

y 0 0 —ipy
(AX',Ay',AZ'icAt") = (Ax, Ay, Az,icAt) 0 10 0
0 01 0
ify 0 0 14

Siguiendo la misma argumentacion anterior, la matriz inversa corresponde al cambio
v—-v 0 f—-B y para el espacio de Minkowski vemos que la matriz de transformacion
inversa equivale a la matriz traspuesta; lo que podemos calificar de rotacién en el
espacio de cuatro dimensiones por analogia al caso de la matriz asociada a una
rotacion en tres dimensiones (ver cinematica y dinamica del sélido rigido):

y 0 0 —-ifyY v 0 0 ify y 0 0 ifyY v 0 0 —ify 1 000
0 10 0 0 10 0|0 10 0[O0 10 0 |[0100
0 01 0 0 01 o|| 0 01 OfJO 01 0 ]|00T1O0
iy 0 0 y AN-ify 0 0 vy —-ify 0 0 y \ify 0 0 y 0 0 01

y 0 0 —ify yOO—i/i’y/T y 0 0 ify

0 10 0 0 10 0 0 10 0

o o1 o o o1 o | o o1

iy 0 0 y ify 0 0 y —ify 0 0 vy
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El producto escalar de dos vectores se define analogamente al caso de las
coordenadas cartesianas en el espacio euclideo de tres dimensiones

Ax, = AxAx, + Ay Ay, +Az/Az, +(ic)2 At At,
s1 = (Ax,, Ay,, Az, icAt,)
‘;2 :(A-XZaAyQ,AZ2,iCA[2)

Ayz ei6’ + €7i9

ity )\ = aef + (a9 + (a2 ~(ear]

} ;1032 E(Axl, Ay, Az, icAy — :";1"";2"cos(9) ; cos@) =

Utilizando el algebra de matrices podemos comprobar rapidamente el caracter
invariante del producto escalar definido. Si M es la matriz asociada a la transformacion
de Lorentz:

AXZ sz sz
A A A
(Av,. Av. Az, ich) D2 |=(Ax. Ay, Az, ican)MMT| 2 |=(Ax. Ay, Az, icht)MmT| T2
2o AZZ AZZ
icAt, icAt, icAt,
Ax,
A
=(Ax, Ay, Az, icAn M {(Axy, Ay,, Azy, icAt, M =(Ax,, Ay, Az, icAf, Ayvz
Z 2
icAt'y

Para vectores s correspondientes a eventos simultaneos en el sistema de
coordenadas en reposo respecto al observador es At=0 y es evidente que en este
caso la geometria derivada del producto escalar anterior es exactamente la geometria
euclidea. De esta forma el espacio de Minkowski es una extension natural del espacio
euclideo tridimensional. La idea fisica fundamental del espacio de Minkowski es, en
palabras de Einstein, la inseparabilidad entre las coordenadas espaciales y la
coordenada tiempo; de forma andaloga a la inseparabilidad de las tres dimensiones en
el espacio euclideo clasico. De hecho este caracter inseparable entre las coordenadas
espaciales y el tiempo es la clave en la solucién del problema conocido como
“paradoja de los gemelos” en relatividad.

Para el operador gradiente la transformacién correspondiente en el espacio de
Minkowski sera

y 0 0 —ify
o 06 0 io0o,_,0 0 o0 i0l0 1.0 O
ooy’ o7 cot” axoy'er coa| 0 0 10
ify 00 y

y vemos que en el espacio de Minkowski el operador gradiente se transforma con la
misma matriz que el vector de coordenadas espacio-temporales; de forma analoga a
como ocurre en el espacio euclideo tridimensional descrito en coordenadas
cartesianas ortogonales. Las ecuaciones de Maxwell en el vacio son ecuaciones
diferenciales de primer orden y se pueden expresar mediante el operador gradiente en
cuatro dimensiones de esta forma utilizando el algebra del espacio de Minkowski



Introduccién al Electromagnetismo 92

0 - B, B, iE,lc
; B, 0 -B, iE,lc
(3,3,2,—13) . B Iy, J.. icp)
ox 0y &z cot’| —B, B, 0 iE_/c ‘

—iE, /¢ —iE,/c —iE /c 0

La utilizacion del algebra del espacio de Minkowski conduce a expresiones invariantes,
es decir, que tienen la misma forma matematica para cualquier observador inercial.
Pero note el lector que esto solo es posible en el caso que el medio dieléctrico sea el
vacio, ya que las propiedades vectoriales invariantes del gradiente en cuatro
dimensiones solo son validas para el vacio. En cambio el tensor del campo
electromagnético y su transformacion entre observadores segun la relatividad especial
siguen siendo validos para el campo en un dieléctrico distinto del vacio. Esto es asi
porque, como se vio en otra seccién, el campo en un dieléctrico material se puede
conocer a partir de medidas del campo en vacio : en un pequefno hueco vacio dentro
del dieléctrico elegido de forma conveniente. Aunque esta idea se introdujo para el
caso de campos estaticos, suponemos que también es valido en condiciones
dinamicas del campo, es decir, en el caso de ondas electromagnéticas.

Siguiendo un razonamiento analogo al anterior obtenemos para la matriz de campo y
para el vector de fuentes del campo electromagnético lo siguiente

0 -B', B, iE' /c ¥ 0 0 ify 0 -B, B, iElcY vy O
B 0 -B, E,/c| | 0 10 0| B 0 ~B, iElc| 0 1
-B, B, 0 iE.Jc| | 0 01 0| -B, B, 0  iE./c| 0 0
~iE' Jc —iE',lc —iE'.lc 0 “ify 0 0 y \-iEJc —iE /e —iE.Jc 0 |ify 0

y 00 —ify

R O v T S A P

: 0 01 o0

ipr 0 0 gy

de esta forma obtenemos los valores del campo y de sus fuentes dependiendo del
movimiento relativo entre dos observadores.

Si observamos el producto escalar del vector gradiente por el vector densidad de
corriente/carga, deducimos que debe ser nulo ya que representa el principio de
conservacioén de la carga

090 10 (s,. 1, .. icp)=veT+P =0
Ox Oy 0z «cot ’ ) ot

Consideremos ahora la siguiente expresién que representa el producto del vector de
fuentes del campo por la matriz (tensor) del campo electromagnético

\J,B.~J B, + pE,,

X

0 - B, B, iE /c .
s 0 b ipse| JBTBE, :[f“ s lf’”]
(Jx’ ‘]_,V’ I lcp) _B B 0 iE',/C = JXB»'_‘];'B.v+pEz’ - o o 7C _

—iE /¢ —iE,lc —iE_lc 0 Z[J,tEX+JVE,+JzEZ]} /
J C -

o = O O

—ipy
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vemos que el resultado del producto corresponde a un vector en el espacio del
Minkowski cuyas tres primeras componentes son las de la fuerza de Lorentz por
unidad de volumen y la tercera componente es proporcional a la potencia por unidad
de volumen asociada a la fuerza de Lorentz; donde v(x,y,z,t) es el campo de
velocidades de la corriente J. Como el lector puede comprobar rapidamente la
cantidad AxAyAzAt correspondiente a un elemento de volumen en el espacio de cuatro
dimensiones de Minkowski es un namero invariante en el cambio de sistema de
coordenadas inercial y por tanto la cantidad

(fx’ f\" fz’ i?.\_})AXAyAZAI
: c

es también un vector en el espacio de Minkowski; y las unidades de este vector son
las mismas que las del impulso mecanico : masa x velocidad; aunque abstrayendo el
factor 1/c en la cuarta componente esta cuarta componente tiene unidades de energia.
Por otro lado, desde un planteamiento clasico es evidente que la accién de una fuerza
sobre una particula de masa determinada produce una variacion de su impulso
mecanico py su energia cinética E., o que nos lleva a

(fx, foo for lfovJAxAyAzAtz(Apl, Ap,. Ap.. ZAECJ
. }

c

Todo esto con la salvedad de que la pérdida de energia asociada a radiacion de
cargas aceleradas sea despreciable; lo cual es cierto al menos en el limite en que la
aceleracion tiende a cero. Dado que el caracter vectorial no depende de tomar o no
incrementos Ap, AE. debe existir un vector en el espacio de Minkowski cuyas
componentes incluyen el impulso mecanico y la energia cinética segun la relacion
anterior. Podemos construir un vector con estas caracteristicas a partir del vector
asociado al desplazamiento elemental de una particula ds = (dx,dy,dz,icdt), su mddulo
invariante /ds/ en el espacio de Minkowski e introduciendo una cantidad invariante que
representa la masa fisica de la particula m. Si multiplicamos un vector del espacio de
Minkowski por una cantidad invariante el resultado es de nuevo un vector y por tanto

-2 2
‘ds‘ =dx® +dy* +dz* —ctdi* = —czdtz(l —V—ZJ =—c’y2dr?
c

. ds m
imc—s=—

2 =2 y(dx,dy,dz.icdt) = (mp, .mpw . mpy, ~myc?)
‘ds‘ dt C

El médulo |ds| es proporcional a la medida relativista conocida como tiempo propio, es
decir, el tiempo que marca un reloj solidario con la particula mévil. EI médulo al
cuadrado del nuevo vector segun el producto escalar en el espacio de Minkowski es

. . 2 2
(me’mWy’mWZ’isz)' (me’mWy’sz’imycz) = m272(v2 _CZ):mZ - i =-m’c?

Vv
==
C

y de la invariancia del producto escalar deducimos que la masa, m, debe ser también
un invariante entre sistemas de coordenadas inerciales; tal como se espera. De estas
consideraciones obtenemos de las tres componentes del impulso mecanico la
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siguiente ley, en el espacio euclideo clasico de tres dimensiones, para la dinamica de
una carga puntual de masa constante afectada por un campo electromagnético y
despreciando la emisién de radiacion por carga acelerada

f=q;x§+q§=%(my;)

del lado izquierdo tenemos la fuerza de Lorentz sobre la carga puntual g y del lado
derecho la variacion del impulso mecanico relativista, que sustituye de este modo al
impulso mecanico clasico p=mv. En cuanto a la cuarta componente asociada a la
energia cinética E,, un desarrollo en serie de Taylor respecto de v=0 resulta en

donde vemos que E. incluye un término correspondiente a la energia cinética clasica y
un término mc®. Para procesos fisicos que no supongan una modificacién de la masa
de la particula la variacién de este ultimo término es nula y podemos considerar que
AE, es efectivamente la variacion de energia cinética de la particula incluyendo las
modificaciones pertinentes de la relatividad especial para altas velocidades. El lector
puede realizar un test de consistencia de estas expresiones del impulso mecénico y la
energia cinética relativistas utilizando la definicion de trabajo sobre una particula de
masa constante como el desplazamiento de una fuerza de este modo

.2 JR— —_ —_ —_
dE, =d " |=Fodr=L| ™ _|egr—veq -
vZ dt vZ vZ
_ _ -2
: C2 C2 C2

Finalmente, son posibles procesos fisicos que supongan una variacién de la masa de
las particulas y en este caso la variacién del término mc® debe ser tenido en cuenta en
el balance energético. Este es el caso en los procesos de fision y fusidon de nucleos
atémicos.

Energia potencial y relatividad especial.

Consideremos el siguiente contexto: tenemos dos cargas q positivas iguales

sobre el eje coordenado x, una de ellas (1) en reposo en el origen de

2 coordenadas y la otra (2) moviéndose a velocidad constante sobre dicho eje

x. El campo de (1) corresponde al campo Coulombiano que conocemos:

EIZ%, donde r; es un vector con origen la carga (1); pero el campo
TE 1

eléctrico de (2) es el de una carga en movimiento y debe cumplir las siguientes
relaciones de transformacion
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0 ~B,, B,,  iEy/c y 00 ig)Y O 0 0 iEylcY 7 0
B, 0 ~By, iE,lc 0 10 0 0 0 0 iEy/c| 0 1
-B, B,, 0 iE.Je| | 0 01 0 0 0 0  iE.lc| 0 0

—iEy /e —iE, [c —iE, /c 0 —ify 0 0 y \-iEy,/c —iEy/c —iEy /c 0 iy 0

donde E, corresponde al campo eléctrico de la particula 2 en el sistema de
coordenadas en que dicha particula esta en reposo relativo y ocupa el origen de

coordenadas Eo = ur, donde evidentemente las componentes del campo

2
4re 1y

magnético By son nulas. Operando el producto de las dos ultimas matrices tenemos

0 .. .. iE, /c 14 0 0 ify\.. .. . iyEylc SO 1 Y e
0 .. iEy/c| | O L0 0 | o o iEg e | e e DYEgC
0 iEy/c| | 0 0 1 0 [ w w i C | | e o i¥Eylc

0 —iffy 00 y N.. .. .. —Eyppric 0

Eyy = Eoy 5 Eyy =gy 5 Eyp = 1E,

Si tomamos la componente x del campo y aplicamos la transformacion de Lorentz para

expresar el resultado en las coordenadas de nuestro sistema de coordenadas inicial

tenemos

E. = T _ qy(xy —vi) _(1 2) q(xy —vi)

X amr 2 2 2, 2P -7 2, 2,2 22, 2\P/2
nh 4z (}/ (xy —vt)" +y;5 +Z2) 4re ((Xz v +ys+z, - (Y2 +Zz))3

q;2 .;x

4 (2 - p2(y2+ 22

~(1-5°)

donde r, es un vector con origen en la particula (2). Por tanto los campos de nuestras
dos cargas en movimiento relativo uniforme sobre el eje x (y=z=0) son, en el mismo
eje x:

qraeuy qri®ux

Ey, =-pf— E, ="+

2 ( )4712€ r2‘7’ 1x A },13
si consideramos la interaccién entre ellas tenemos r =-r,, pero claramente las
fuerzas correspondientes no verifican el principio de accién-reacciéon ¢E,, =—qE,, . Esto

plantea un problema respecto al principio de conservacién de la cantidad de
movimiento ya que hay cierta cantidad de impulso mecanico que debe ser justificada.
Una posibilidad es que este impulso mecanico lo aporte el sistema que mantiene en
movimiento relativo uniforme a las cargas. Pero si en un instante este sistema deja de
actuar, en este mismo instante las fuerzas eléctricas seran las mismas y volvemos a

tener el mismo problema. Si calculamos el término faltante F asi
g’
4me 1

'd;l

2 2 2 2
g rieux 2\g 1 oUx g r1IoUx VY
Fy=q(E, +E, )="——-l-8 =

' I * e rl3 ( e r13 4re r13 ¢t oAm r13

1 q2;1o;x dx,
= — |V =
2 dt

1
c2 dt

oS = O O

—ify
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identificamos inmediatamente el numerador con la variacion instantdnea de energia

. . , 1 dE
potencial E, del sistema de particulas de modo que tenemos F, =—2d—t”v y debemos
C

concluir que el impulso mecanico faltante debe ser asignado a la energia potencial del
sistema. En mecanica clasica hay una clara distincién entre la energia cinética (E.)
asociada al impulso mecanico (p): E.=p%/2m, y la energia potencial (E,) que no tiene
asociado ningun impulso mecanico. De hecho en fisica clasica toda energia calculada
en condiciones estaticas juega el papel de una energia potencial en condiciones
dinamicas. La relatividad difumina esta distincién clasica de dos formas : asignando un
impulso mecanico a la energia potencial y concibiendo la masa como un depésito de
energia (E=mc?), es decir, la masa es una forma de energia potencial. En términos
generales, segun la relatividad cualquier forma de energia posee cierto impulso
mecanico y cierta masa inercial equivalente igual al valor correspondiente de la
energia dividido por el cuadrado de la velocidad de la luz. En nuestro caso una energia
potencial E, tiene una masa asociada E,/c”. Este comportamiento de la energia
potencial, y de la energia en general, dificulta una formulacién precisa de la
electrodinamica en el contexto de la relatividad especial.

Formalizacion de vectores y tensores en cualquier espacio vectorial. Generalizacion
del producto vectorial y del producto escalar.

A partir del desarrollo visto en el espacio de Minkowski y de lo que sabemos sobre el
espacio euclideo tridimensional, lo cual incluye el algebra de matrices, se aceptan las
siguientes generalizaciones de los conceptos de vector y tensor( matriz).

Si M=(mj;) es una matriz de cambio de sistema de coordenadas donde el indice i
numera las filas y el indice j numera las columnas, entonces cualquier conjunto de
componentes (V;) es un vector si sus componentes se transforman de este modo

o {: myV, paraV vector columna
=

= ml-Tka para V vector fila

donde se utiliza el convenio de suma en indices repetidos, que para un vector columna
significa v, =m,V, + m,,V, + m;V, + m,V, . Note el lector que esta regla es valida también
para el operador gradiente en cuatro dimensiones y que la definicion de vector no
determina las unidades de medida de las componentes del vector.

Si M=(m;) es una matriz de cambio de sistema de coordenadas, entonces cualquier
conjunto de componentes (T;) es un tensor de segundo orden si sus componentes se
transforman de alguna de estas formas

T
o | =myTgmy; =mym Ty
Tij = T
= mikalmlj = mkimlekl
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donde el superindice T hace referencia a M', la matriz traspuesta de M. De la

un tensor se mantiene en todos los sistemas de coordenadas

_ T _ T _ T

. = mikalmlj = imiszkmzj =tm lelkmki .

Ty=2T=T;=1 . r =xT};
=myTymy; =xmy Ty my; =xmy T my,

Podemos crear faciimente tensores de segundo orden mediante el procedimiento
conocido como producto tensorial. El caso mas sencillo es como sigue: si (V)),(W,) son
las componentes de dos vectores; entonces el conjunto de productos P; = ViW,
conocido como producto tensorial de los vectores V y W, verifica la regla de
transformacién de tensores. La demostracion de este resultado es sencilla y lo primero
es darse cuenta que el objeto P; definido como producto tensorial de vectores esta
bien definido en cualquier sistema de coordenadas, ya que los vectores
correspondientes también tienen componentes bien definidas en cualquier sistema de
coordenadas. Por tanto aplicando la transformacion de coordenadas para vectores
tenemos

' _ . l _ _ _ T PO——
B, =V\W,=m,V.m,W, =m,m,P, =m,F,m; siV,W son vectores columna

W — T Ty _ N T T4
B, =V.W, =m,V.m;W, =m,m, B, =m; B,m,; si V,W son vectores fila

A partir del producto tensorial se pueden definir otros tensores simplemente por
adicién y es de particular importancia el siguiente caso

Ty =Py — By =V, W, -V,W,

' n T T _ T T _ _ T
Pz;;' _Pji = mikszmlj _mjlplkmki = mikPklmlj _mikplkmlj = mik(Pkl Py )ij

este es un tensor antisimétrico: T; = -T; , que generaliza el producto vectorial en el
espacio euclideo de tres dimensiones. Las componentes del momento angular clasico

L=;‘X]_7£Lij =x,p; —x;p,de una particula estan incluidas en un tensor de este tipo

generado a partir de los vectores espacio-tiempo y energia-impulso. Si recordamos las
relaciones entre el campo electromagnético y los potenciales segun el gauge de
Lorentz
F=-vy-22 . B-vxa
ot

y llamando F; al tensor de campo electromagnético que hemos introducido
anteriormente, podemos identificar sus componentes en funcion de los potenciales de
esta forma

x

0 -B. B, iE/c\ (F,=-s;B,=—(0,A,-0,A);:i,jcxy.2}
| B 0 -B, iE /c _E i .
F;’j= _By B O iEZ/C = F‘it_l?__;(ai¢+alAi)’lc{x’y’z}

—iE /¢ —iE lc —iE.lc 0 Fy=—F, ;i jcixyzt}
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Si representamos ahora los potenciales y el operador gradiente formalmente como

vectores de cuatro componentes subindicados por (7,2,3,4); encontramos que el

tensor de campo Fj corresponde al producto tensorial entre los vectores gradiente y
potencial; producto tensorial que podemos representar con el algebra matricial de la
siguiente forma

T

a.’( aX
A,,=A, ;A =iplc 0, 0,
as = Aoa s A=ivle | ——0.4,-0,4)=- 7 A A A igie)+|| O A A A iglc)| >
a1.2,3 :6x,)‘,z ;64 =—i8,/c a: ’ ) a: 7 ’ )
—io, /¢ —id, /¢
_ l )
0 -0,A, +0,A, —0,A +0 A, ;(a p+0,A,) . -
l( ) - B, B, iE /c
P —6yAX+6XAy 0 —ayAz-‘rasz Za ¢+8A BZ 0 _B,\' lEy/c
ij= = .
~0,A, +0,A, —0.A +0A, 0 “Lo.pro,A) B, B 0 iE/c
) . ) ¢ —iE /c —iE,/c —iE /c 0
l l l .
“og+oa,) Z(a‘,¢+atAy) “op+o,4.) 0

Del proceso seguido queda claro que hemos identificado un nuevo vector del espacio
de Minkowski : el vector potencial electromagnético (A, A,,A,i®/c) y por tanto se
verifica entre dos observadores inerciales en movimiento relativo lo siguiente

y 0 0 —ify

AA A gy —aaa iy OO0
¢ Tt e 0 0 1 0
iy 0 0 14

La condicién Gauge de Lorenz se obtiene anulando el producto escalar del gradiente
con el potencial electromagnético

i o0 16¢0
2 ot

o 0 0
L Lt e(A, VeA+
oy a o ¢)

Hemos visto actuar al producto tensorial en el caso mas sencillo correspondiente al
producto de las componentes de dos vectores. Sin embargo el producto tensorial
también contempla el caso del producto de las componentes de un vector V; por las
componentes de otro tensor T; Esta definicibn cumple con las propiedades de
transformacioén de los tensores de tercer orden de esta forma
Pijk :ViTjk > P'ijk:Vvi T'jk = miIVlmjmmknTmn = milmjmmknplmn

un tensor que se obtiene de esta forma en la teoria electromagnética corresponde a
las derivadas del tensor electromagnético (o, ]k) Las componentes de este tensor

presentan un invariante con significado fisico. Si (i,,k), con i>j>k es una de las cuatro
tuplas posibles en el conjunto (7,2,3,4), entonces utilizando el potencial
electromagnético

0, Fj +0,Fy+0,F; =—0,(0,4, —0,A;)-0,(0,A,-0,A,)-0,(0, 4 —0,A,) =
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para (i,j,k)=(x,y,z) tenemos

0,F, +0_F, +0,F., =—0,B,~9.B.~0,B,=-VeB=0

7 xy
que es una de las ecuaciones de Maxwell. El lector puede comprobar también que
para (i,j,k)=(x,y,t) el invariante anterior produce la componente correspondiente de la

ley de induccién de Faraday-Maxwell, otra de las ecuaciones de Maxwell.

El momento anqular en relatividad

La definicion del momento angular de una particula en un sistema de coordenadas
cartesiano es

i j k
L:(Lx Ly Lz)=r><p= X X X =(x2p3—x3p2)i+(x3pl—x1p3)j+(x1p2—x2pl)k
Py P> P

donde los vectores i,k son los de la base cartesiana. Como vemos el momento
angular se considera un vector, pero segun segun la teoria desarrolada, las cantidades
del tipo , =xp,—x,p,corresponden a un tensor de segundo orden L mientras las

componentes (x),(p) sean las correspondientes a vectores. Y este es el caso en el
espacio de tres dimensiones donde x; corresponde al vector posicion de la particula y
p; al vector de impulso mecanico. Relacionamos inmediatamente los componentes de
este tensor con los componentes del vector momento angular de este modo

0 L -L,
L=|-L 0 L,
L, L, 0O

pero este tensor admite una generalizacion inmediata en el espacio de 4 dimensiones
de Minkowski utilizando los vectores espacio-tiempo y energia-impulso

0 L -L N,
(x,)=>x y z ict) . -L. 0 L, N,
=L= o

(pk)—>(px P, P. iE/c) Ly -L, 0 iN,

~iN, —iN, —-iN_ 0

donde / no representa un vector base cartesiano sino la unidad compleja y N,N,,N,
resultan ser las componentes del siguiente vector en el espacio de tres dimensiones

N N R WY
1—5; l—gz

Evidentemente el tensor L en 4 dimensiones es una magnitud lineal y podemos hacer
la suma de las componentes L; en un sistema de particulas numeradas por el indice i.
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Si el sistema es aislado, la resultante correspondiente a las componentes del momento
angular : L, L,, L, debe ser constante en cada componente.

¢,Es también constante la resultante correspondiente al vector N? En una
aproximacion de bajas velocidades tenemos, recordando la definicion de centro de
masas (subindice CM) en mecanica clasica

N~ m,.c(ri —Vit):> ZN[ = CZ mri —ctz myv; = C(Z mij(rCM —Veu t)
i i i i

Si el sistema es aislado la mecanica clasica nos dice que la velocidad del centro de
masas del sistema es constante, y por tanto, al derivar el resultado anterior respecto al
tiempo (d/dt) obtenemos un valor siempre nulo. Vemos por tanto que la resultante de
los vectores N, del sistema de particulas debe ser también un vector constante, al igual
que el momento angular.

En un caso general, la relatividad exige considerar el momento angular no solo de las
particulas sino de los campos de fuerzas entre las particulas. Como vimos en la
seccion sobre energias potenciales, toda energia potencial asociada a la interaccion
entre particulas tiene asociada un impulso mecanico y por tanto también un momento
angular.

Siguiendo el algebra de tensores, la transformacion del tensor de momento angular L
entre dos sistemas de coordenadas en movimiento relativo es

0 L, -L, iN', y 00 gy 0 L ~L iNYy 00 —ify
L. 0 L, N, o 10 0|-L 0O L iN,JO 10 0
L, -L, 0 WN.|| 0o 01 o)L ~-L 0O iN.JO 01 0
~iN', —iN', —iN', 0 —ify 0 0 y \~iN, —iN, —iN. 0 iy 0 0 y

donde los momentos angulares L, L’ se calculan respecto al punto fijo correspondiente
al origen de cada sistema de coordenadas.

Generalizacion del producto escalar

Un ejemplo de producto escalar similar al caso euclideo es el caso del producto
escalar entre el vector densidad de corriente y el vector potencial electromagnético

. i .

Ve 7, 7 lcp)-(Ax,Ay,AZ,Zgé)E(JX, Iy J. icp) 4
i

C

el resultado es un escalar, es decir, un invariante en el cambio de sistemas de
coordenadas. Para dos tensores de segundo orden arbitrario S; [ T; se puede
generalizar el producto escalar de la siguiente forma

gogi gogi

SeT’ = ZS.T.. =ST.
iJ
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donde la dltima igualdad asume la regla de suma en indices repetidos. Note el lector la
trasposicion de indices utilizada. El valor escalar obtenido en esta operacién es
invariante entre sistemas de coordenadas ortonormales

ST’ = ZS'U T';= (mikmjlskl kaimlelk >= (mikmki )Skl (m[jmjl )le =0uSu0 Ty =S;T;; = ZSi/'Tji =SeT’
ij ij

en el caso del tensor electromagnético Fj, el producto escalar por si mismo genera el
siguiente valor invariante

0 -B, B, ik /c 0 B, -B, —iE,/c
FoF — B, 0 -B, i.Ey/c . -B, 0 B, —l:Ey/C ) E_2_32
-B, B, 0 iE,/c B, -B, 0 —iE,/c c?
—iE./c —iE,/c —iE /c 0 iE /¢ iE /c iE /c 0

El lector puede comprobar en el trabajo sobre mecanica analitica que los dos
invariantes presentados en esta seccion sobre producto escalar son los dos
componentes aditivos que aparecen en la densidad lagrangiana ¢ asociada al campo
electromagnético. Como consecuencia tenemos que la integral de accion de la
densidad lagrangiana ¢, asociada a elementos de volumen invariantes en el espacio
de Minkowski dxdydzdt, debe considerarse en general como un invariante en el
espacio de Minkowski.

1

FRTR) 2 T . i
l=pp—JeA+—E°"——B"=—FeF —\J_, J , J_., icoJe(A A, A ,—
ol 5 o in ( oy I p) (A, AL A, C¢)

mediante la transformada de Legendre generalizada es posible calcular a partir de ¢ la

correspondiente densidad Hamiltoniana h que resulta ser igual a la densidad de

energia del campo electromagnético h=§E2+2iBZ. El punto de partida de la
y74

cuantizacion del campo electromagnético es precisamente el analisis de la densidad
hamiltoniana con las sustituciones operacionales aplicables (cuantizacién canénica).

Tensor densidad de energia/impulso.

Los resultados sobre los principios de conservacion del impulso mecénico y de la
energia en un campo electromagnético se pueden describir facilmente en el espacio
de Minkowski. La conservacion del impulso mecanico en un sistema electromagnético
se describié anteriormente por medio del tensor T; de esta forma

1 1 1
T,-j:E(EjEi——E25ijj+—(BjBi——Bz5ij] o= =\ —
2 U 2 :VOT—SG—(EXB):f

t

VT, =VeT

donde fes la fuerza de Lorentz por unidad de volumen. El caso de la conservacion de
la energia en un sistema electromagnético se describié anteriormente mediante estos

resultados
S=1ExBiu=SE+ 1B
u 2 2u

Ves+ 0 _JeE=—fev
ot
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donde u es la densidad de energia electromagnética por unidad de volumen. El tensor
densidad de energia/impulso es la extension simétrica 4x4 del tensor simétrico 3x3 T;
incluyendo las correspondientes componentes energéticas, de modo que la aplicacién
del operador vectorial gradiente en cuatro dimensiones genera el vector densidad de
fuerza/potencia que ya hemos visto anteriormente

.S,
T, T, Ti5 -l
c
.SV
; T, T, Ty _IT' -
Oys a_v’ 9. _;8, s |” Foo fyo fo S
Iy, T3, Ty _’TZ
N S S.
_l_x _l_y _i_~ u
c c c

y el lector puede comprobar que se ha forzado a que el tensor densidad
energia/impulso sea simétrico. Si comparamos las componentes espaciales derivadas
del tensor anterior y las obtenidas cuando se analizé la conservacion del impulso
mecanico en relacion a la fuerza de Lorentz tenemos estos dos resultados

—_ 1 — —
f+ _2§(E X B): V eT Abraham(Tensorsimétrico energia/impulso)
e ot

? + gaﬁ(f X E): V oT MinkowskiAnilisis de la fuerza de Lorentz)
t

y estas formulas solo coinciden en el caso en que el medio dieléctrico sea el vacio;
donde se cumple 1/uc’=e; para cualquier observador. En el caso de un medio
dieléctrico que no sea el vacio 1/uc’#e y las dos férmulas no pueden ser correctas
simultaneamente y ademas no son invariantes en el espacio de Minkowski : si es el
caso, solo una de ellas puede ser valida para un observador en reposo relativo
respecto a un medio dieléctrico caracterizado por las constantes (u,£); y segun se
discutié en relacién a la fuerza de Lorentz y la conservacion del impulso mecanico,
todo apunta a que debe ser la expresion correspondiente al impulso de Minkowski.
Sin embargo este es el punto de partida de la vieja controversia Abraham-Minkowski
aun no resuelta satisfactoriamente ,ni teérica ni experimentalmente, sobre el valor del
impulso mecanico de la luz (radiacién electromagnética) en un medio dieléctrico
distinto del vacio. Aunque el impulso mecéanico de radiacién por unidad de volumen
que se sigue directamente de la teoria es I,, =sExB=DxB ,conocido como impulso

de Minkowski; este valor no produce una estructura simétrica para el tensor densidad
de energia/impulso en un medio dieléctrico arbitrario en relacién a las componentes
energéticas asociadas al vector de Poynting . En cambio Abraham propone que el

2\ u

velocidad de la luz en el vacio de modo que el tensor energia/impulso se mantiene
simétrico. En todo caso, las propuestas de Minkowski y Abraham aceptan que el
teorema de Poynting es valido en un medio dieléctrico distinto del vacio. Sobre esto
existe un contraste experimental directo, ya que existen medios materiales donde la
radiacion electromagnética se transforma integramente en calor, y por tanto puede ser
medida la energia transportada inicialmente por la onda electromagnética. El cociente

. - . (1= =
valor correcto para el impulso mecanico de radiacion es 7, :—[—ExBj, donde ces la
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<
¢
medio dieléctrico distinto del vacio y n es el indice de refraccion del medio dieléctrico,
y por tanto n>71. De modo que, salvo en el vacio (n=7) los impulsos de radiacion de
Minkowski y Abraham difieren notablemente; por ejemplo en el agua n=1.33. Dado que
en moddulo el impulso de Minkowski es siempre superior al de Abraham, una posible
explicacion es que el impulso de Minkowski incluye una componente de tension o
presién interna asociada a la polarizacion cuando la onda electromagnética atraviesa
el dieléctrico; mientras que el impulso de Abraham excluye esta tensién interna y solo
depende del movimiento de la energia electromagnética en el dieléctrico. Es posible
observar al microscopio este aumento de la tensién interna cuando se hace pasar un
haz de luz intensa por una célula viva. El resultado es una deformacion de la célula
debido al aumento de presion interna por el paso del campo electromagnético. La
integracion en volumen del impulso de Minkowski cancelaria la componente de tension
interna del sistema y tendria una resultante equivalente al impulso de Abraham.

2
I .
de ambos valores es Iﬂzﬁﬂg:[ j =n*, donde ¢ es la velocidad de la luz en el

A

Calculando el producto vectorial generalizado entre el vector anterior y el vector de
coordenadas espacio-tiempo (x,y,zict) obtenemos un resultado compatible con el
principio de conservacion del momento angular en un campo electromagnético, ya
introducido anteriormente.

El tensor densidad de energia/impulso sobrepasa el contexto del electromagnetismo y
su existencia y caracter simétrico se postula en la teoria general de la relatividad de
modo que segun las ecuaciones del campo gravitatorio de Einstein el tensor de
curvatura de Riemann es proporcional al tensor densidad de energia/impulso.
Finalmente note el lector el cambio de enfoque del calculo vectorial al pasar de tres a
cuatro dimensiones. En tres dimensiones hay varios operadores vectoriales
gradiente, divergencia, rotacional....en cuatro dimensiones solo hay un operador
gradiente, pero actuando sobre objetos de naturaleza tensorial con el conveniente
caracter simétrico o antisimétrico.

Invariantes asociados al campo electromagnético.

Para cualquier tensor T del espacio de Minkowski se verifica la siguiente ley de
transformacién T=MTM’ ; donde M corresponde a la matriz de la transformacién de
Lorentz. Si aplicamos las propiedades de los determinantes a la transformacién
anterior (ver trabajo sobre sélido rigido) y sabiendo que el determinante de la
transformacién e Lorentz es 1 tenemos

det(T") =det\M TMT )= det(M)det(T)det(M "
et(T") = det(. )= det(M) det(T) detm el —detD
det(M T) =det(M) =1, M = transformacién de Lorentz

y por tanto el determinante de cualquier tensor es invariante en las condiciones
especificadas.
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Caso del tensor de campo electromagnético:

0 -B, B, iElc
B, 0 -B, iE,lc —

def| : o L (BeEf =— L (B.E, +B,E, +B.E.)
-B, B, 0 iE, /c c? c? y oE

—iE,/c —iE,/c —iE /¢ 0

si aplicamos esto al caso de una carga en reposo, sin campo magnético y no afectada
por fuerzas externas, tenemos que este invariante debe valer 0 en cualquier punto del
espacio. Un observador en movimiento relativo observard un campo magnético
asociada a la carga movil, pero los campos eléctrico y magnético deben ser
perpendiculares en todo punto de modo que su producto escalar sea nulo.

Recordemos que anteriormente encontramos

0 -B, B, ElJc
G 1 g B. 0 -B, E,lc - -
© e e 1P g B 0 iEse|T\Je S S LT

—iE ¢ —iE,c —iE./c 0

donde f corresponde a la fuerza por unidad de volumen. Si es el caso que el
determinante del tensor electromagnético es nulo, entonces no esté definido el tensor
inverso. Esto ocurre en el caso de nuestra carga puntual en movimiento uniforme, pero
en este caso J,0 hacen referencia a la propia carga puntual y el tensor
electromagnético seria el campo de la particula sobre ella misma. Si es vélido el
principio de inercia y la carga se mueve a velocidad constante entonces =0y tenemos
el sistema de ecuaciones

0 B, -B, -—iE//c)J, 0
-B, 0 B, —iE//c]J,| |0
B, B, 0 —iE /c|J, 0

iE /c iE,/c iE /c 0 icp 0

y para que este sistema tenga soluciones no triviales, es decir (J,0)#0, el determinante
del tensor de campo debe ser nulo; como es el caso.

Caso del tensor densidad de energia/impulso:

Existe un importante teorema mateméatico que establece que cualquier tensor simétrico
de segundo orden (matriz) admite una transformacién de coordenadas determinada de
modo que en la nueva base las componentes no diagonales del tensor son nulas.
Partiendo de esta representacion diagonal del tensor lo podemos aplicar a los
correspondientes vectores base ortonormales y después aplicar una transformacion
ortonormal de coordenadas arbitraria obteniendo

4 0 0 0Y1 1 4L 0 0 0 | I
0 4 0 oo o 04 0 ol .|| |o 0
0 0 4 O0]O0 0 0 0 4 O 0 0
o 0o o 4o o 0 0 0 4 0 0
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donde se ha utilizado el hecho de que M" = M. El resultado anterior, para el caso del
tensor energia/impulso, se expresa en general de esta forma

S S
I P s B B I T O P
.SV 0 S
Ty, Tp-4 T3 —i—|7Y T,y Tp-4 Ty -i— A ; )
SC = |= SC =+ LA+ LA+ L A+1,=0
T;, Ty, T3—-4 —i CL z 0 T3, Ty, Tp—-4 —i—=
S S S. S S, S.
—i=x X %= u—2 i) o e e R TRy s
¢ c c ¢ c c

es decir, para que el sistema de ecuaciones lineales anterior tenga una solucién
distinta de la trivial : x=y=z=t=0, el determinante de la correspondiente matriz debe ser
nulo. Ademas las soluciones del polinomio resultante deben ser los valores A;z34
correspondientes a las componentes del tensor energia/impulso en el sistema de
coordenadas que diagonaliza el tensor. Las propiedades de los determinantes
evidencian que el polinomio anterior es invariante en el cambio de sistema de
coordenadas ortonormales. Por tanto, si el polinomio anterior es invariante, también lo
seran sus coeficientes I5,/5,13,1p. Identificamos facilmente I, que es el valor del
polinomio para A=0, con el determinante del tensor energia/impulso. También es
relativamente sencillo identificar /3 con la traza del tensor densidad de energia impulso,
es decir, la suma de los elementos de la diagonal principal. El caracter invariante de la
traza de un tensor se demuestra facilmente : a partir de la definicion de tensor y
aplicando el convenio de suma en indices repetidos

ZTii =T =mymyTy =6yTyy =T), = ZTzz
i 1

ya que m,m;representa el producto escalar de los vectores columna k,/ ; que son

ortonormales en el caso de la transformacion de Lorentz. En el caso del tensor
energia/ impulso este invariante vale

ISZZTHZO

El campo electromagnético de una carga acelerada.

En el trabajo sobre la ecuacion de ondas obtuvimos el valor de los potenciales

retardados eléctrico @ y magnético A de una carga puntual moviéndose
arbitrariamente

kQ
‘;—;Q(t')‘ - (;—;Q(l'))'

¢(;,l) = —
vo (')
C

£ ovo(@)
C

A(r,f) = —
r=ro(t)|-r-row))e M2

r—ro(t")

, 1
t=t——
c
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donde las variables (r,t)=(x,y,zt) representan el punto de observacién del campo, la
variable rq representa la trayectoria de la carga puntual y t’ es el tiempo, anterior al de
observacién, en que deben evaluarse la posicion rq y velocidad vq de la carga puntual
para el punto de observacion concreto. Este tiempo aparece “definido” en la ultima
ecuacion; sin embargo el lector debe notar que esta ecuacién no es una expresiéon
funcional completa t'(x,y,z,t). Como veremos, la consecuencia de esto es que para
calcular los campos deberemos utilizar un procedimiento de derivacion implicita sobre
esta ecuacion par t. Podemos percibir el retardo temporal imaginando que el sistema
evoluciona hacia atras en el tiempo partiendo del instante de observacion t. En este
caso imaginamos que en t se emite una onda esférica a velocidad ¢ desde la posicion
del observador del campo (x,y,2) que progresa en el espacio a medida que el tiempo
decrece, y la particula Q se mueve recuperando posiciones anteriores de su
trayectoria. Ya que en el vacio nada se puede mover por encima de la velocidad de la
luz® (c), vemos intuitivamente que existird un instante Gnico determinado en que la
onda esférica alcance a Q; ese instante es el tiempo retardado t’, y fisicamente debe
existir una relacién funcional (x,y,z,t)—t’ El proceso de célculo del campo a partir de
los potenciales supone evaluar derivadas parciales en las variables del observador
(x,y,2,t)
E=-vg-2A Bovxa
ot

si consideramos por ejemplo la derivada parcial d/0x tenemos una variacién dx en la
posicion del observador manteniendo (y,z,t) constantes. Esta variacién en la posicion
del observador supone considerar una variacion en el tiempo retardado ot’y por tanto
las correspondientes variaciones drq, dvg en la posicion y velocidad retardadas de la
particula. De la misma forma, para la derivada parcial ¢/0t manteniendo (x,y,z)
constante la variacion dt también conlleva una variacion dt’ y por tanto las
correspondientes variaciones drq, dvg en la posiciéon y velocidad retardadas de la
particula.

Podemos dividir el trabajo fijando la atencidn inicialmente en las derivadas parciales de
la funcion ‘;—;Q(f)‘ que aparece en los potenciales. Empecemos con d/0t

0 (r-ro@)=

e[ == ro)elr-row)= A -row| S -row] =2 -row)e S

(? —?Q(r')). aro(t)
r=row| o

§|?—?Q(r'>|=—

La derivada drg/dt nos lleva a utilizar relacion definitoria del tiempo retardado

>Enel efecto Cerenkov aparecen particulas subatémicas cargadas moviéndose en un dieléctrico (cristal, agua...) por
encima de la velocidad de la luz. El medio no es el vacio y la velocidad de la luz (o velocidad de propagacion de los
cambios en campos electromagnéticos) corresponde al indice de refraccién en dicho medio; donde estas particulas
se mueven mas rapido que su propio campo eléctrico.
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dro(t) _dro(t) ar' )
o ar- o oro(t) _- 10 -
v v = " 1-——|r— t'
Ovo(t') _ dVQ([')@ N or vol( )( p at‘r ro( )U
0 dr 0 - o
t t t M:aQ(l")[]_lﬁ‘r_rQ(tV)D
t_t__‘r VQ(I )‘ —1———‘}’ I"Q([ )‘ ot c ot
y sustituyendo en el resultado previo a este
‘r—rQ(t )‘ (}" rQ(t )) VQC
’ ‘r ro(t )‘ ﬁr—Q(t)) ;Q(f)(l_lﬁ‘;_;g(f)oj aro(t) _ r=ro(vo(r)
! =re) <o o ‘;—;Q(l")‘—(;—; (r))e VQ(”
avo(t) _ r—ro(t)ao () )
0 - - c - .
t ‘r—rQ(f')‘—(’”_rQ(t'))onT(t)

Conviniendo que todas las magnitudes con subindice Q se evalian en el tiempo
retardado t, la derivada parcial temporal del potencial vector A es

0

X ovo)
C

t ‘;—;Q(f')‘—(;—;Q(f'))‘;Qcm

k0Ye
C

=

ao - -
kQ—g‘r—rQ‘
c

2
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)O—Q +‘r rQ‘——(r roje
c

c

ag |- -~
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Vamos ahora con el calculo de d/0x

|; - ;Q(t')|2 = (; —;Q(l'))° (; —;Q(f')):> 2|; _;Q(f)|§|; - ;Q(t')| - 2(; _;Q(f)). g(; - ;Q(t‘))z

-2

donde i es un vector unitario en la direccion creciente de la coordenada x. La derivada
aro(t)/ox nos lleva a utilizar la relacion definitoria del tiempo retardado

oro(r)
ox

(r—row),
r=ro()

;x|r rQ(t)| |

oro(t) _dro(t') or'

o dr o a;Q(f) _vo(r) a‘

GvQ(t'):va(t')g - 76x c Ox

Ox dr o vo(t') _ aQa)a‘

,vzt_l‘f_ ~:al=_li Ox c Ox
c ox c ox
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donde se introduce la aceleraciéon retardada aq(t), y sustituyendo en el resultado
previo a este

(r=ro))ei
[rro)|-(r-ro)e ™2

LI (r- rQ(t)}.(; VQ(z)a‘r_r (t)‘] oro(t) _ vo(r) (r=ro())ei
Ox Ox c

p-row] e o T

aax‘r rQ(t)‘ - o)

c

vo(r)
e

dvo(t) _ag() (r=ro))ei
ox

o]~ (= row))e

vo(t)
pres

de modo que hemos calculado las derivadas parciales anteriores por un procedimiento
implicito. Evidentemente tenemos un resultado analogo para las derivadas parciales
en y,z. Conviniendo que todas las magnitudes con subindice Q se evaltan en tiempo
retardado t’, el gradiente del potencial escalar correspondiente a estos resultados sera

12| k0 v

rol-lr=ro)e™® U;;Q\(;;Q).‘_’QT[ : } U;_;Q\_(;_;Q)EQT c

c Cc

v kQ ~ kol 7o)

Si en la férmula anterior de la derivada parcial temporal del potencial vector A
sumamos y restamos ‘?—;Q‘ en el corchete del numerador y aplicamos el célculo que

acabamos de hacer del gradiente tenemos para el campo eléctrico E(r,t)

_ (;_;Q)_\;_;QEQJ 2 ) o -
EGrn=-Vp-22=k0 ( : (I—V_Q+(' N "o

= 2 - 2
c c - - Vo
‘F—VQ‘— r—ro|®—
c

- 13
T
‘r—rQ‘— r—ro|®—
C
Vamos ahora con el calculo del campo magnético a partir del rotacional del potencial
magnético. Utilizando una identidad vista en el trabajo sobre mecéanica de fluidos
podemos analizar el calculo de esta forma

ivXZ(F,z)zvX v =V ! —|xvo + Vxve
k0 T ) A e B ) r=ro|-(-ro)e*e

el gradiente que aparece ya lo hemos calculado anteriormente con el campo eléctrico
y falta calcular el rotacional de la velocidad retardada de la carga puntual. La
componente x de este rotacional serd (j,k vectores unitarios en las direcciones
crecientes de las coordenadas y,2)

L P ) R )

9y oz Cr- | —\vVoe €| —| ( —\vV
4 ‘r—rQ‘—(r—rQ)O—Q ‘r—rQ‘—(r—rQ)O—Q
C
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incluyendo el resto de las componentes del rotacional, tenemos el siguiente resultado
en términos del producto vectorial

vxig L aox(r=ro)

cr- - - - y
‘r—rQ‘—(r—rQ>-—Q
c

sustituyendo este resultado y el relativo al gradiente tenemos

E:VXZ(;’[):_% r=rolve l—é"‘(___Q)o;—Q +§ agx(r=ro)

c” - _ Lo ;Q3 c? c? c’ |- _ Coo_ ‘-}Qz
‘r—rQ‘—(r—rQ)O— ‘r—rQ‘—(r—rQ)O—

Cc Cc

A partir de este resultado vemos inmediatamente que el campo magnético B es
siempre perpendicular al vector r-ro . También podemos comprobar la existencia de
una relacion algebraica directa entre el campo eléctrico y el campo magnético de una

carga puntual acelerada
u‘” xE(r,f)=B=E®B=0

c‘r—rQ‘

Si multiplicamos escalarmente por el campo eléctrico tenemos directamente que los
campos eléctrico y magnético de una carga acelerada son siempre perpendiculares.

El célculo de la radiacion emitida por una carga acelerada mediante el flujo del vector
de Pointig en zonas muy alejadas de la carga supone que solamente seran relevantes
los términos del campo que varien en proporcion a la inversa de la distancia a la

carga, mas 0 menos 1/‘;—;Q‘ , de modo que el campo eléctrico efectivo en la zona de

radiacion E,., corresponde con los términos afectados por la aceleracion retardada aq

((;_;Q)_\;_;Q\%jig.(;_;Q)_ 027

U;_;Q\_(;_;Q).@T U;_;Q\_(;_;Q)EQT

c C

Erad(r,t) = kQ

multiplicando escalarmente el campo eléctrico por el vector r—ro tenemos un valor
nulo

(r~ro)o Evaa(rur) kQ((r_rQ)z_r_rQ(r_rQ).v:j?.(r_rg) kol —ro)e 3 [r—ro|
—rg)® Lyaall,l)= : B _

[r_rg_(r_rg).VQT {r_rg_(r_rg).VfT

c

I e e A N e S N

:kQ‘r—rQ‘ ( - ¢ =0
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de modo que en el campo de radiacion los vectores ;. Erad,Brad—£|r__2|xEmd son
Cclr—ro

mutuamente perpendiculares y forman, en este orden, un triedro ortogonal directo.

El campo eléctrico de radiacién se puede presentar también de esta forma alternativa :

R e Gt s A

[r—ro|-(r—ro)e

y utilizando el algebra del triple producto vectorial en los términos entre llaves

AR —  — - - 2 JE— AR AR
(r—ro) 2 elr—ro)- 2l —rof ~[rro|®2 elr—ro )2 +(r—ro)s _Q_g\r_rg\:
C C c Cc c ¢

Zlr=rollr—roxaol-=fr=rofr—ro o xac)

de modo que obtenemos la formula alternativa para el campo de radiacion

Eradzlz—zQ (;_;Q) ,)XH:(;_;Q)_‘;_;Q‘;TQ:IX;Q};EradZMxirad
Ur ol (7o )e w}

El vector de Poynting S en la zona de radiacién es proporcional al cuadrado del campo

2 f—
e = 1= = E 1 ) .
eléctrico de radiacion: S =— Eai x Brag = -4 L~ ro , Y el transporte de energia por
H HC ‘F—I’Q‘
radiacion tiene la direccion que va desde la localizacion retardada de la carga ro hasta
el punto de observacion r, siempre “evacuando” energia hacia el exterior de la carga.

Para ver mejor el resultado expresamos S en funcién del vector unitario np = ‘
r— rQ‘

2

1202 - I B -
il 3{@}_@}@} _no
He - vo ¢ ‘V—?’Q‘
C

_nQ.

resultado que evidencia la proporcionalidad respecto al inverso del cuadrado de la
distancia a la carga, y que por tanto conlleva una transferencia de energia alejandose
de la carga por radiacion.

Note el lector que hemos segregado del campo electromagnético total, sin mas
justificacién, ciertas componentes a las que hemos llamado campo de radiacion. Si
realmente se trata de un campo independiente, estas componentes deben verificar las
ecuaciones de Maxwell. Fisicamente este campo de radiacién tiene asociada una
emision neta de energia cuyo origen es la carga acelerada, y es cierto que esta
energia emitida no depende del comportamiento de la carga mas que por el instante
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retardado en que se produjo dicha emision : el campo de radiacion lleva impresa esa
informacion, pero la energia emitida no va a retornar a la carga emisora. A partir de
aqui la energia emitida se comporta segun la forma de un campo electromagnético
fisicamente independiente.

Si particularizamos el campo eléctrico para el caso en que la aceleracién de la

particula sea nula tenemos el campo de una carga que se mueve con velocidad
uniforme v. Para la componente x tenemos

[(r—rg(t'))—
|

donde distinguimos la posicién retardada de la carga con la notacién rq(t). Esta
distincién es importante ya que este campo para una carga a velocidad constante
también ha sido calculado anteriormente en la seccién sobre relatividad especial con
este resultado

(;—;Q(t)joﬁx

((;_;Q(l))z -p(y2+ zz)]m

r—rQ(t')zJ"Lv( Vz}

r_rQa')_(r_rQ(f)).zT K

E =kQ

E, =koli- %)

este Ultimo resultado vale para un sistema de coordenadas cuyo eje x coincide con la
trayectoria de la particula; ademas v=Bc, y ro(t) corresponde ahora a la posicién
actual de la carga correspondiente al tiempo de observacion del campo, no la posicién
retardada. Evidentemente las dos expresiones del campo deben ser iguales. Si
igualamos los numeradores tenemos inmediatamente

()

y reconocemos que el ultimo paréntesis debe ser nulo, ya que corresponde a la
relacion entre la posicion actual ro(t) y la posicion retardada rg(t) de la carga puntual

?—?Q(z')moﬂx =(?—?Q(r))-ﬁx :{?Q(z)—?g(f)— ?—;Q(z')‘gjoﬁx =0

r—ro(t')

<

ro(®)=ro(t)+
Un andlisis igualando denominadores es consistente con el resultado anterior

- 2 2 2 2 -~ ' - - i ‘_) ’
[r—rg(t)) ~pAy2 )= r—rQ(t)‘—[r—rQ(t))°;

B B r—ro()|
ro(t)=ro(t')+———v
Cc

2

r—ro(t)

c

2
:—zvz—{(;—;g(t‘))og} zﬂZ(y2+Zz)
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y de este modo vemos que el campo calculado mediante las transformaciones
relativistas para una carga moviéndose a velocidad constante incluye la posicién
retardada de la carga puntual.

Finalmente unas notas criticas sobre el problema de la radiacién de una carga puntual
acelerada. El desarrollo realizado deja una impresion de “limpieza” desde el punto de
vista matematico; pero desde el punto del vista fisico las cosas son distintas. En el
desarrollo hecho hemos utilizado el concepto clasico de trayectoria de una particula :
ra(t), va(t), aqg(t)...; pero una particula puntual tiene una energia electromagnética
infinita segun la ley 1/ para el campo cercano a la carga. Segun la ley E=mc? una
energia infinita equivale a una masa infinita, y segun la ley F=maq acelerar la particula
requeriria un fuerza infinita. Parece que el minimo rigor I6gico nos coloca fuera de
cualquier contexto fisico aceptable. En este sentido el desarrollo multipolar de fuentes
que emiten radiacidén, desarrollado en parte anteriormente, incorpora una limitacion
sobre la distancia entre el observador y las fuentes; de modo que no necesita el
concepto de campo de una particula puntual cargada y por tanto es mas correcto
fisicamente. Sin embargo las particulas puntuales cargadas parecen existir en el caso
de los electrones, que hasta donde sabemos son particulas fisicamente fundamentales
: sin partes internas. Sobre estas particulas fundamentales el principio de Heisenberg
nos previene sobre la imposibilidad fisica de un concepto riguroso de trayectoria, es
decir la funcién rq(t) que se ha utilizado en el calculo.

El argumento de inconsistencia es valido en general. Las tres leyes de Newton se
aplican al caso de particulas puntuales. Pero cualquier particula tiene asociado al
menos un campo: el gravitatorio, y por tanto una energia tedricamente infinita. En todo
caso sabemos que la fisica clasica tiene un limite relacionado con la mecanica
cuantica en las dimensiones comparables o inferiores a la escala atomica. En la
relatividad general también existe un limite inferior para el tamano de una particula en
relacion a su campo gravitatorio, y es el tamano de su correspondiente agujero negro.
De este modo el sistema tedrico formado por la mecénica y el campo clasicos se
revela a si misma inconsistente en el caso de la existencia de particulas
suficientemente pequenas; tales como el electron. El proceso tedrico conocido como
renormalizacion es, precisamente, un intento de solventar este problema.

En mecanica cuantica existen los operadores de creacién y destruccion de particulas,
como por ejemplo electrones. Evidentemente estos operadores no tendrian sentido
fisico si asignasemos un valor infinito a la energia de una particula. En consonancia
con lo anterior, el campo de una particula en la teoria cuantica de campos no presenta
singularidades infinitas.

Variacion de la constante dieléctrica de un medio material con la frecuencia del
campo electromagnético.

Como hemos visto en el texto, una consecuencia de la unificacién entre
electromagnetismo y éptica es que las constantes €y que aparecen en las ecuaciones
de Maxwell para un medio material dependen en realidad de la frecuencia del campo
electromagnético : g(w),u(w); y por tanto las propias ecuaciones de Maxwell aplicadas
a un medio material solamente son validas para campos y fuentes que varian
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armoénicamente con una frecuencia w determinada. El caso de campos estaticos es un
caso especial con w =0. Esta consecuencia es de la mayor importancia y necesitamos
una teoria que explique el origen fisico de las relaciones &(w),u(w). Este es
precisamente el contexto de la teoria del electron de Drude y Lorentz. \Veremos
ademas que esta teoria toca realmente un asunto medular en fisica y que de hecho es
un punto de encuentro entre la fisica clasica y la fisica cuantica.

Vamos a considerar el ejemplo mas simple de la teoria : la accién de una onda
electromagnética de frecuencia w sobre un atomo de hidrégeno. Los modelos
atémicos desde el experimento de Rutherford nos indican una estructura formada por
un nucleo central muy pequeno y que concentra la mayor parte de la masa del atomo y
un conjunto de electrones que se mueven alrededor de algun modo, ya que
fisicamente no se puede explicar una configuracion estatica de los electrones. El
electron se puede ver en mecanica cuantica como una distribucién de probabilidad de
presencia entorno al nucleo; esta distribucién de probabilidad la entenderemos aqui
también como una distribucién de carga : la carga del electrén se distribuye en cierto
volumen alrededor del ndcleo como si fuese una nube. En ausencia de campos
externos el centro de masas de la nube coincide en promedio con el propio nucleo, de
modo que el sistema no tiene una polarizacion eléctrica neta. Pero si actia un campo
externo, la nube electrdnica reacciona con un desplazamiento eléctrico de su centro de
masas relativamente al nucleo cierta distancia . Aparece por tanto una polarizacion
inducida.

Segun el modelo clasico del muelle un sistema, en nuestro caso el atomo, que hemos
apartado ligeramente de su estado de equilibrio responde con una fuerza restauradora
— k¢ de sentido opuesto a la perturbacion €, donde la letra griega k representa la
constante del muelle. Este modelo introduce una frecuencia de oscilacion natural del
atomo asociada a k. La masa del nucleo de hidrogeno es unas 2000 veces la masa del
electron y en primera aproximacion suponemos que el nucleo practicamente no
cambia de velocidad por efecto del campo externo. Dado que el campo externo varia
con el tiempo, la polarizacion inducida también. Tenemos por tanto un dipolo oscilante,
gue en esencia es una carga acelerada, y debe emitir cierta cantidad de radiacién
electromagnética. Esta emision de energia es similar al calentamiento de un circuito
eléctrico o la friccibn de un sistema mecanico : es un elemento amortiguante en la
ecuacion diferencial del sistema, y fisicamente disipa energia de la fuente excitadora.

El campo excitador externo es una onda electromagnética que depende de una fase
wt-k*r . La letra latina k significa numero de ondas. En este momento introducimos dos
aproximaciones mas:

1-La longitud de onda A=2m/k de la radiacién electromagnética es mucho mayor que
las dimensiones del atomo R, : A >> R,. La consecuencia es que en toda la regién
ocupada por el atomo la fase varia practicamente solo por el término wt. Esta
aproximacion se cumple bien en el rango 6ptico con longitudes del onda préximas a
los 5000 A , mientras que el tamano del atomo de hidrégeno es entorno a 1 A.

2-Despreciamos el efecto dinamico del campo magnético de la onda. La fuerza
magnética de Lorentz es Fg = qvB = q(v/c)E , donde c es la velocidad de la luz en el
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vacio y v la velocidad del electrén. En una aproximacion no relativista es v<<c 'y por
tanto la fuerza magnética es despreciable frente a la fuerza eléctrica Fg= qE.

Con todas estas aproximaciones tenemos la siguiente ecuacién dinamica segun la
fisica clasica
dé

d*é
m =-I'—=—-«x&—eE, cos(wt
dr’ dt s ~ ek, cos(at)

donde m, es la masa de la nube electrénica, € es la posicién del centro de masas de la
nube electrénica, E = E, cos(wt) es el campo eléctrico constante que actla en toda la
nube y -e es la carga neta de la nube, es decir, la carga del electron. El término
factorizado por " > 0 representa la amortiguacion debido a la radiacién del dipolo
oscilante. Tenemos una ecuacién en una sola dimension vectorial ya que el
desplazamiento del centro de masas es siempre paralelo al campo externo.
Recurriendo de nuevo a la teoria del muelle podemos eliminar k en funcion de una
constante w?y= k/m, con unidades de frecuencia angular.

E =E cos(at)

La solucién general de esta ecuacion diferencial incluye unas condiciones iniciales que

determinan un proceso transitorio. Como no estamos interesados en el transitorio sino

en el estado final del sistema utilizamos la técnica de los Fasores, presentada en el

trabajo sobre la ecuacion de ondas. Descomponiendo del coseno en suma de

exponenciales complejas llegamos, para el exponente complejo positivo, a la ecuacion
dé

dzzf ) e ;
—Z+y—=+w,E=——E;"
a ve 2m, "

el fasor de esta ecuacién es de la forma &,=Ae""
permite despejar A

, que introducido en la ecuacion

e e

- E -
0
. e 2m 2m,

—A@ +iyoA+ Ay =——E 5 A=———F—— = & =
2m wy — O +iyw wy — O +iyw

Eoeiwt
para el exponente complejo negativo obtenemos un resultado equivalente al complejo
conjugado, y sumando obtenemos el fasor de la ecuacion diferencial asociada a la
fuente excitadora real

v B A 1)
m

2l 0} -0 +iyw W) — @ —iyw

e

que es evidentemente un valor real, ya que esencialmente es un factor real que
multiplica la suma de dos numeros complejos conjugados. Es posible reconducir el
paréntesis del resultado a la forma Bcos(wt+3) y calcular los valores reales By 3.
Hacemos el siguiente andlisis del resultado anterior:

1-Régimen suave tal que la frecuencia w verifica \wg_af\» yo ; para este caso

tenemos la siguiente aproximacién sencilla &= _e 1 g
2 2
m, @y, —@

e



Introduccién al Electromagnetismo 115

2-Régimen abrupto tal que la frecuencia w verifica ‘wg—af‘zo. En este caso la

aproximacion anterior tiende a infinito y deja de ser valida. En este régimen se debe
considerar necesariamente el término de amortiguacion ya que produce valores
determinados de ¢ no infinitos en este régimen. En este régimen §(w) presenta la
forma de un pico pronunciado alrededor de w, con rapidos ascenso y descenso a
medida que varia la frecuencia. El entorno de frecuencias de este régimen se puede
estimar por [we-y/2, wety/2]. En el trabajo Radiation of an accelerated charge se da
una estimacion para el parametro de amortiguacién y, en el apéndice sobre
Oscilaciones Simples de una carga acelerada.

Calculemos, en el régimen suave, el dipolo atémico inducido Ap correspondiente al
desplazamiento del centro de masas de una carga —e

2
e
Ap =—eé = E
i : me(a);—a)Z)

Segun el desarrollo del texto para el campo en un medio dieléctrico, el vector
AnAp
Av
volumen fisico que ocupan An atomos. Sustituyendo resultados en la férmula del

vector desplazamiento y llamando py=An/Av a la densidad en nimero de atomos por
unidad de volumen tenemos

polarizacién es p = y para el vector desplazamiento p=¢,E+P. El valor Av es el

2 o _ 2
D—so[l-i— e ]E—6D2>8—80[1+ Py® J

me ] — & meeoia)j @)
donde ¢ es la constante dieléctrica de un medio dieléctrico sometido a polarizacion por
induccién. Llegamos asi a un resultado que explica la dependencia &(w) que
buscabamos. Un material como el gas de hidrégeno atdémico no tiene propiedades
magnéticas y no es magnetizable por induccién, esto significa que la constante p
practicamente no varia con la frecuencia y se puede tomar constante e igual a la del
vacio u = Mo. Si multiplicamos el resultado anterior por u tenemos
2 2
1 1 e
ygz,ugo(H p”f 2J<:>2=2{1+ 'DNZ wz}:

m,&,\@, — @ v.oc m,&,\@, —

2 2
®, 2 _ Pné

2 .
n _1+a)§—a)2 ; O, s
aplicamos la definicién de indice de refraccién dada por la Optica : n=c/v , donde v es
la velocidad de fase del proceso ondulatorio (ver trabajo sobre la ecuacion de ondas).
En este punto ya podemos hacer un contraste de este resultado con la ecuacion de
Cauchy del indice de refraccién : n=A+B/A? , donde A,B son constantes propias del

medio y A es la longitud de onda de la . Con las aproximaciones indicadas tenemos
1/2

0)12, 1 CO; a)2
n= 1+—2 5 —>{a)p,a)<<a)0}—)nz1+ > 1+—2
@y, , @ 2w, @,

1- =

2

a)O

pero en el vacio w/k = ¢y por tanto
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2 5 2 2 2
) 1) 2rccw, | 1
nzl+ p2 1+L2k2 = 1+ Pz + 74’ ey
2w, N 2w, @, A

donde A es la longitud de onda en el vacio (0 en el aire aprox.) y las constantes A,B
quedan claramente identificadas. También queda limitada la férmula de Cauchy a
materiales que verifiquen w,<< wy y dentro de estos materiales a luz con w << wy,

En el régimen abrupto, desde n>1 el indice de refraccion sube bruscamente con la
frecuencia hasta w=wy y luego cae bruscamente para w>w, hasta n<7.

Un analisis inmediato de este resultado nos dice que, en el régimen suave, existen dos
tipos de frecuencias distinguibles facilmente por razones fisicas:

1-Frecuencias con dispersion normal. En esta zona las frecuencias son w < wpy el
indice de refraccion toma valores n > 1 ; lo que equivale a v < cy la velocidad de fase
es menor que la velocidad de la luz en el vacio. Este es el caso normal en Optica, ya
que la mayor parte de los vidrios corrientes utilizados en instrumentos 6pticos estan en
el rango de n[1.46-1.96], liquidos como agua y alcohol etilico tienen n en el entorno de
1.33

2-Frecuencias con dispersion anémala. En esta zona las frecuencias son w > wyy el
indice de refraccion toma valores n < 7 ; lo que equivale a v > cy la velocidad de fase
es mayor que la velocidad de la luz en el vacio. Dado que la relatividad supone que la
velocidad de la luz en el vacio es un valor limite inalcanzable en cualquier contexto
fisico debemos explicar esta situacion. El argumento aqui parte del concepto de
paquete de ondas (ver trabajo sobre la ecuacién de ondas), es decir, por mucho que
afinemos experimentalmente, en esencia no existen ondas de una frecuencia pura w,
sino agregados o paquetes de ondas con una frecuencia central w y un pequefno
ancho de banda asociado Aw << w. La velocidad de fase v =w/k y el indice de
refraccion n son funciones de la frecuencia y por tanto el paquete de ondas se mueve
con diferentes velocidad de fase y distintos indices de refraccion. Sin embargo el
paquete de ondas posee una velocidad de grupo v,=dw/dk y esta es la velocidad con
la que se transmite la energia del paquete de ondas. Dado que toda medida fisica del
paquete supone una transferencia de energia, por minima que sea, con el aparato de
medida; entonces debe ser la velocidad de grupo del paquete la que no supere la
velocidad de la luz en el vacio.

Calculemos por tanto v, en consistencia con el indice de refraccién n(w) que hemos
introducido en el régimen suave. De la definicion de indice de refraccion tenemos

Ck:a)n(a)):>C:7n+a)77:>C27 +
dk do dk dk

donde dw/dk es la velocidad del grupo de ondas v, (ver trabajo sobre la ecuacion de
ondas) sustituyendo dn/dw llegamos a la siguiente relacion

2

2

c? =v,v n’ +(I’12 —1) —
@

P
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finalmente despejamos w/w, en funcién de n de la formula n(w)

2 2 5
Ry 21 = ¢’ =v,v 1+a)—‘;(n2—1)2
, , n -1 w,

de este resultado deducimos inmediatamente que la condicion de velocidad de grupo
por debajo de la luz en el vacio vy,<c es equivalente a que el resto de factores del
segundo miembro superen el valor ¢

vg<c<:>v{1+a)§(n2—l)zJ>c:> 1+w—§(n2—1)2>n

C()p a)p

Con este resultado vemos inmediatamente que para dispersion andémala la
desigualdad se cumple trivialmente, ya que por definicion n<7; lo que soluciona el
problema con el limite de la velocidad de la luz en este caso. Sin embargo tenemos del
otro lado la zona de dispersion normal, donde el limite del velocidad de la luz exige
también que se cumpla la desigualdad anterior. Para gases el indice de refraccién
normal es muy similar al del vacio : n=1 y por tanto

2

L<(n+1)(n-1)= o, >

@, 2+/n—1

@,

Para el caso de vidrios Opticos, tomando n=1.5 en la zona de dispersion normal
tenemos o, >0.560,. Note el lector que el valor w), es proporcional a la densidad de la

sustancia en atomos por metro cubico py, y por tanto toma valores mayores en sélidos
o liquidos que en gases. Por supuesto es pn(T,p) : la densidad en atomos por metro
cubico depende de la temperatura Ty presion p.

En el regimen abrupto es posible demostrar también que el limite de la velocidad de la
luz en el vacio se mantiene, aunque el problema es algo mas complicado. Recordando
el resultado anterior

pero en este régimen tenemos una zona con dn/dw << 1 y n<1, lo cual puede dar
lugar segun la expresion anterior a un paréntesis menor que 17y por tanto la velocidad
de grupo dw/dk > c. En la practica este problema no aparece y la razon sera expuesta
a continuacion, pero como pasa con las buenas peliculas no debemos adelantar el
desenlace, aun queda la pirotécnia del fin de fiesta.

Necesitamos identificar por la via experimental el parametro wy introducido
tedéricamente en nuestro modelo. Para ello se puede realizar medidas de la velocidad
de la luz en gas atomico de hidrégeno y ver como se ajustan a los resultados
encontrados. De este analisis experimental resulta que la expresion mas adecuada
para el indice de refraccién en el régimen suave no es la introducida por la teoria, sino
esta otra
2
n’ :HpNEwa{iwz ; Zf ~1

m.&, i
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es decir, no existe una Unica frecuencia natural w, de oscilacién del atomo sino un
conjunto de ellas {w;}. Los factores f; son positivos menores que 1 y entre todos suman
1. Pero lo mas impactante : las frecuencias {w;} son las frecuencias de los espectros
de absorcion o _emision del hidrégeno atémico, es decir, son las frecuencias de las
transiciones electronicas descritas en el modelo de Bohr del atomo de hidrégeno. Los
valores pnf; corresponden a la fraccion de atomos excitados en los correspondientes
estados cuanticos.

La razdn por la que el limite de la velocidad de la luz en el vacio no es violado en el
régimen abrupto es que las frecuencias correspondientes del paquete que caen dentro
del pico abrupto : [wry/2, w+y/2] son totalmente absorbidas por los atomos en un
fendmeno cuantico, lo que transforma completamente el paquete al quedar solo con
frecuencias fuera del régimen abrupto, es decir, en el régimen suave.

El modelo clasico nos ha puesto a las puertas de la mecanica cuantica y hemos
pasado el umbral mediante el experimento.

Teoria de Drude del electron libre.

Clasicamente consideramos que la conduccidn eléctrica de los metales se debe a la
existencia de algun tipo de gas formado por electrones que pueden moverse
libremente en el metal. Evidentemente esta afirmacion debe ser precisada.

En primer lugar debemos precisar dos tipos de movimiento de los electrones libres : el
movimiento térmicoy el movimiento de arrastre.

El movimiento térmico (vr) es consecuencia de la tendencia al equilibrio térmico del
sistema descrito por una temperatura constante T. En un metal aislado los electrones
se mueve liboremente pero chocan contra iones del metal de modo que tienen una
energia cinética promedio relacionada directamente con la temperatura T. Suponemos
,analogamente al caso de los gases ideales, que los choques entre electrones pueden
despreciarse. Segun la teoria cinética de los gases esta temperatura esta relacionada

con la energia cinética promedio

%m<v%>:%kT

El movimiento térmico es cadtico y la densidad de corriente neta es nula. El
movimiento de arrastre (va4) se produce como consecuencia de la aplicacion de un
campo eléctrico externo y esta relacionado directamente con la Ley de Ohm

J=¢E=nev, =¢E

donde n es la densidad de electrones en volumen. Un célculo aproximado para valores
habituales de temperatura T, conductividad ¢, campo eléctrico E y densidad n produce
los siguientes valores

v, #10°m/s ; v, =107 m/s
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Consideraciones sobre el equilibrio térmico en un metal.

La teoria clasica supone que en el equilibrio térmico se producen choques entre los
electrones y los iones de la red de modo similar al equilibrio termodindmico de un
sistema de dos fases liquido/vapor. Pero en nuestro caso el choque de un electron
produce el fendmeno de radiacién de frenado. Este efecto se utiliza para la generacion
de rayos X, donde los electrones emitidos desde un catodo a altas temperaturas (2000
Kelvin) se aceleran a velocidades superiores a 10’ m/s. De este modo la imagen
clasica del gas de electrones conduce a una pérdida continua de energia de los
electrones, que absorberian energia térmica por diferencia de temperaturas con los
iones del metal y la volverian a emitir hasta llegar a la temperatura del cero absoluto.
Esto no es consistente con las observaciones mas inmediatas. Si bien es cierto que al
tocar un metal notamos inicialmente sensacion de frio, esto no se debe a que tenga
una temperatura mas baja sino a que tiene una conductividad calorifica mas elevada
que nuestro propio cuerpo; y en poco tiempo notamos que el contacto con el metal ya
no produce la sensacién de frio.

De todo esto deducimos que el equilibrio termodinamico del metal debe incluir una
componente de radiaciéon con la que los electrones y los iones de la red también
pueden interaccionar. La radiacion de cuerpo negro es precisamente un caso de
radiacion asociada al equilibrio termodindmico radiacion-materia y su distribucion
espectral estd determinada totalmente por la temperatura. De este modo en el interior
del metal debe existir alguna forma de radiacion de cuerpo negro determinada por la
temperatura de equilibrio capaz de interactuar con electrones y atomos de la red. La
radiacion perdida al exterior del metal se puede compensar con radiacidon absorbida
desde el entorno fisico cercano al metal a la misma temperatura. De este modo el
sistema en equilibrio termodindmico equivale a tener el metal y su radiacion de
equilibrio aislados del exterior.

Si esta radiacion no existiese, el equilibrio termodinamico exigiria que el choque de los
electrones con los atomos fuesen perfectamente elasticos : sin pérdida de energia
mecanica. Pero si esta radiacidn existe, los choques de los electrones no tienen por
que ser elasticos y pueden disipar energia mecanica. Este es precisamente el punto
de inicio de la teoria de Drude del electrén libre, que postula la siguiente ecuacion
dinamica para el electrén libre

d — —
m£+ yva=—ek
dt

donde v, es la velocidad de arrastre y el término yv, describe un proceso de
rozamiento o viscosidad interna responsable de la disipacion de energia ya
mencionada. El campo externo E lo suponemos constante, lo que produce la siguiente
solucion

va(t) :—EE(I—e_’”); r=mly
e

ya que para E=0 la velocidad de arrastre debe ser nula. La constante de tiempo 1
representa una estimacién del tiempo que tarda el electron en adquirir su velocidad
terminal, es decir

VA =——F



Introduccién al Electromagnetismo 120

este resultado es totalmente consistente con la Ley de Ohm y nos permite identificar la
conductividad ¢

2 o 2
J:—nevA:nﬂE:gEzg:ng
m m

Sin embargo aun debemos interpretar estos resultados en un contexto similar a la
teoria cinética de los gases. En efecto, los electrones no estan afectados por un
rozamiento continuo, sino que el origen fisico del término de rozamiento son choques
puntuales aleatorios. En este contexto interpretamos r como el tiempo medio entre
choques de un electrén. Esta interpretacion relaciona 1 con los procesos de equilibrio
térmico y es consistente con el hecho experimental de que ¢ depende del tipo de
material y de la temperatura, pero no del campo eléctrico aplicado. Después del
choque el electron cambia de velocidad, en moédulo y direccion, aleatoriamente; de
modo que en promedio el electrén queda con una velocidad de arrastre nula después
del choque y solo se mueve por la velocidad térmica. Este comportamiento de nuestro
modelo es consistente con el efecto Joule de calentamiento en circuitos eléctricos :
toda la energia eléctrica suministrada por una bateria a un circuito se transforma en
energia térmica, en calor. Si, en el estado estacionario del sistema, la velocidad de
arrastre promedio antes del choque es <Vv,> y la cantidad de movimiento promedio
entregada por el campo es eEr debe cumplir

m<vA>:erE:><vA>=£E
m

consistente con el resultado anterior sobre la velocidad terminal. Dado que la
velocidad térmica es muy superior a la de arrastre, podemos definir la trayectoria libre
media / del electrén como /=rvr . El orden de valores para metales y semiconductores
a temperatura ambiente son /=10% metros y r=10" segundos.

Si en vez de un campo eléctrico constante consideramos uno oscilante arménicamente
asociado a una onda electromagnética, la ecuacién diferencial dinamica de la teoria de
Drude es la misma que vimos en la seccion anterior sobre dependencia de las
constantes ¢u con la frecuencia pero anulando la frecuencia propia : wy = 0, lo que
conduce a que el sistema de electrones libres o en general cargas libres, llamado
también plasma, posee un indice de refraccién de valor

2 2
w e
2
n’=1-—-; a)pzipN 5
2 m,&,®

esta formula resulta aplicable al caso de la ionosfera, una zona de la atmdsfera
fuertemente ionizada por efecto de los rayos ultravioletas del sol; y predice de acuerdo
a la ley de Snell la refraccién de las ondas de radio emitidas desde tierra hacia la
ionosfera de forma analoga a una parabola invertida. Note el lector que se trata de una
dispersiébn anémala con n<1. De este modo se consigue mejorar el alcance en
distancia de las emisiones terrestres de radiofrecuencia evitando el problema de la
pérdida de visidn directa entre estaciones muy alejadas debida a la curvatura esférica
de la superficie terrestre. Note el lector que el indice de refraccion depende del
cuadrado de la carga de las particulas €’ y por tanto no distingue entre iones positivos
0 negativos. Pero también depende inversamente de la masa m del portador de carga;
por lo que los electrones libres influyen mucho mas en el indice de refraccién que los
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iones libres de masa muy superior. El valor w, se conoce en este contexto como
frecuencia propia del plasma, 1o que explica su subindice p.

Un fallo predictivo del modelo de Drude es la dependencia del tiempo medio entre
choques con la temperatura. De su definicibn r=m/y vemos que es inversamente

proporcional a la viscosidad; y la viscosidad esperada disminuye con la temperatura;
por tanto el tiempo medio entre choques aumentaria al aumentar la temperatura. Esto
no es consistente con las medidas experimentales de la conductividad a distintas

, , 2
temperaturas segun la formula .-, *.
m

El Efecto Hall

Como contexto previo a la descripcién de este fenomeno, digamos que en el texto
hemos discutido ampliamente sobre el efecto del campo eléctrico, interno o externo,
en la fisica de un conductor eléctrico. Pero no hemos estudiado explicitamente el
efecto de un campo magnético en un conductor.

El descubrimiento de este fendmeno se remonta a 1879, cuando E.C Hall descubrid
que si una placa metdlica rectangular por la que circula una corriente se coloca
perpendicular a un campo magnético externo constante B, entonces aparece una
diferencia de potencial entre los bordes de la placa, en la perpendicular a la direccion
de la corriente.

La explicacion de este fenbmeno se basa en la fuerza de Lorentz y el tipo de
portadores de carga del proceso de conduccion eléctrica. En nuestro caso concebimos
la corriente eléctrica como el movimiento a velocidad v de particulas con carga -e
fisicamente iguales (electrones); y la fuerza de Lorentz asociada serd F=-evxB. El
efecto dinamico de esta fuerza serd mover las lineas de corriente de conduccion, y por
tanto los electrones, hacia uno de los bordes de la placa. La densidad de corriente es
mayor en un lado de la placa que en el opuesto. Esto provoca la pérdida del equilibrio
eléctrico local en el interior de la placa y aparece un campo eléctrico interno E,debido
a la polarizacion que va en aumento hasta que consigue equilibrar el efecto del campo
magnético y el sistema llegue a un equilibrio estacionario. De este modo, en un borde
de la placa prevalece la carga positiva de los iones de la red metalica y en el otro
borde prevalece la carga negativa de los electrones. El campo Ey no genera corriente
de conduccién, sino que su objetivo es equilibrar el efecto de la fuerza de Lorentz
provocada por el magnético en el interior del conductor. Por tanto la ley de Ohm J=¢E
ya no se verifica en este caso pues la corriente Jy el campo total en el conductor E ya
no son paralelos. Mas adelante veremos una generalizacion de la ley de Ohm.

En este punto, podemos medir la diferencia de potencial entre los extremos de la placa
y corresponde a la diferencia de potencial @, generada por el campo Eg inducido por

D s .
el campo B externo y de valor Fr=—vxB = ¢,?—¢,’,:—IEH-dr:—EH-(r“—r')' Los indice D,/
1

hacen referencia a dos puntos determinados : los bordes derecho e izquierdo de la
placa respecto a la direccion de la corriente.
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El signo de la diferencia de potencial medido va a depender, mediante la velocidad v,
de si los portadores de carga del conductor son de signo positivo o negativo. En su
momento las experiencias iniciales con el efecto Hall sobre distintos metales como oro,
plata, platino, cobre....eran consistentes con portadores de carga negativos, es decir
electrones. Sin embargo en ciertos metales como el cobalto, el zinc, el hierro y
materiales semiconductores, el efecto Hall es consistente con portadores de carga
positivos. Cuando se descubrieron los dos tipos de efecto Hall, los fisicos quedaron
muy intrigados ya que no tenian una explicacion o referencia experimental para los
portadores de carga positivos en metales; aunque resultaba evidente que estos
portadores de carga también verificaban la ley de Ohm. Con el tiempo se fue
desarrollando el concepto de hueco electronico como portador de carga positivo para
explicar esta situacion. En cualquier material existen dos tipos de electrones
electrones de conduccién y electrones de valencia. Los electrones de conduccion se
comportan de forma similar a un gas de particulas como hemos visto, pero los
electrones de valencia estan fijos en la red asociados a los enlaces covalentes que
unen los atomos en la red del conductor. Es posible que, por efecto térmico o por
impacto de un fotén, un electron de valencia pase al gas libre de conduccién
generando un defecto de carga en zonas préximas a la red atémica; y este electron se
mantendra estable en el gas libre debido a las previsibles propiedades de estabilidad
fisica de este gas®. Estos defectos son los huecos electronicos y se comportan como
cargas positivas que se mueven entre enlaces covalentes de la red. Cuando se
establece un campo eléctrico los electrones de conduccion se comportan segun la ley
de Ohm, pero también es posible que el campo eléctrico aporte suficiente energia a
un electrén de valencia como para saltar a un hueco proximo. Esto equivale a un
movimiento del hueco en direccion contraria a la del electron de valencia y por tanto
tenemos el equivalente de una corriente de cargas positivas. Dependiendo del material
es posible que la corriente neta sea favorable a uno u otro tipo de portador de carga.
La ley de Ohm debe aplicarse a cada portador de carga de modo que tenemos

Je:gj - = = — =
o=+ i=(e, 46 )E=GE i c=¢,+g,
Jh:ghE

y la conductividad del material ¢ es la suma de las conductividades de cada portador.

El efecto Hall muestra que, aunque los metales pueden apantallar un campo eléctrico
externo, no pueden hacer lo mismo en general con un campo magnético, sea externo
0 generado internamente por las propias corrientes de conduccion.

Finalmente, la aparicion del campo de Hall E, supone un movimiento de cargas de
zonas de menor potencial a zonas de mayor potencial, lo cual requiere transferencia
de energia. En condiciones dindmicas, la variacién de flujo magnético puede producir
transferencia de energia mediante corrientes de induccion o polarizacion inducida;
pero en condiciones estaticas el campo magnético no transfiere energia mecanica a
las cargas, por tanto la energia buscada debe proceder de la misma fuente que
mantiene la corriente de conduccién. Es como si la corriente tuviese que vencer un
obstaculo rigido adicional asociado al campo magnético y mantener la corriente exige

® Estabilidad explicada por la teoria de bandas de la mecéanica cuantica
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mas energia de la bateria del circuito, o bien la misma energia gastada produce una
corriente menor.

Generalizacion de la ley de Ohm para incluir el efecto Hall a partir de la teoria de
Drude.

Planteamos la ecuacion de la velocidad de arrastre terminal de la teoria del electrén
libre pero incluyendo el efecto dindmico del campo magnético. Utilizando la
representacion matricial del producto vectorial tenemos

v
% -B B
T : ’ ,
L e
P n=qE+vaxB)=| B. 2 —B | " |=4E
T T
-B, B, L %
! T

multiplicando todo por la densidad de portadores ny por la carga g tenemos
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que es una generalizaciébn de la Ley de Ohm incluyendo el efecto del campo
magnético. En esta generalizacion la conductividad eléctrica es una matriz 3x3 en vez
de un escalar, y depende del campo magnético externo ademas de las condiciones
propias del material y de la temperatura.

Rayos Catodicos y Emision Termoionica.

Durante casi un siglo, desde su descubrimiento a mediados del siglo XIX hasta
mediados del siglo XX se desarrollo la primera tecnologia electrénica en base a la
fisica de los rayos catddicos. Los rayos catddicos estan en la base de innumerables
descubrimientos fisicos y técnicos: Radiacién de frenado y generacién de Rayos X,
Difraccion de Electrones en Cristales, Tubo de rayos catédicos empleado en
osciloscopios o0 pantallas de television fosforescentes, Primeros dispositivos
electrénicos amplificadores de sefal.....

El principio fisico de la emision de rayos catddicos es el principio de conservacion de
la energia. Si un metal en condiciones normales se calienta a temperaturas lo
suficientemente altas, parte de sus electrones libres pueden adquirir una energia
cinética suficiente para salvar el trabajo de extraccion del metal, una situacion analoga
al caso del efecto fotoeléctrico. Si el calentamiento del metal se debe al paso de una
corriente eléctrica y a la resistencia propia del metal, la emisién de electrones no
supone que el metal quede cargado positivamente. En realidad las baterias
suministran la energia suficiente para compensar la pérdida de electrones, pero los
dispositivos de rayos catodicos deben disenarse de modo que los electrones emitidos
retornen de algun modo al circuito de la bateria. De hecho las zonas de emision de
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rayos catédicos resultan estar cargadas negativamente y tienen un campo eléctrico
perpendicular a la superficie del metal emisor que efectivamente tiende a expulsar los
electrones que consiguen superar el trabajo de extraccién. Este campo, perpendicular
a su superficie, es el esperable para un conductor cargado. Esta situacién hace que
los electrones emitidos se muevan en linea recta, al menos si se mueve en el vacio y
no interaccionan con las moléculas de aire. Los electrones emitidos se mueven como
rayos, los rayos catédicos. Si es el caso que interaccionan con el aire u otros gases
pueden ionizar sus moléculas dejandolas con carga positiva; y dado que existe un
campo eléctrico estos iones seran atraidos hacia el metal emisor, lo que puede
provocar dafnos quimicos de modo que el rendimiento de emisiébn de electrones
disminuya sensiblemente. De ahi que la tecnologia de rayos catddicos sea una
tecnologia de tubos de vacio. Una vez emitidos los rayos catédicos pueden ser
afectados por un campo magnético, lo que provoca una curvatura en su trayectoria;
curvatura que dependerd de la velocidad de cada electrén. Este hecho permite
seleccionar rayos catédicos no solo con una direccién bien determinada, sino también
con una velocidad muy precisa; algo importante en el experimento de la doble rendija
con electrones que confirma la hipétesis DeBroglie sobre la dualidad onda/particula.

El trabajo extra de las baterias que se ha mencionado, inteligentemente aprovechado,
puede utilizarse para amplificar senales eléctricas como las ondas de radio. Pueden
disenarse dispositivos que presenten una resistencia eléctrica controlada por una
consigna de voltaje. Si enfrente del emisor de rayos catodicos colocamos un electrodo
que pueda absorber los rayos catodicos (y cerrar el circuito con la bateria), la corriente
que circula por este electrodo depende fuertemente del potencial de dicho electrodo.
Si el potencial es negativo repele los electrones y no hay corriente en el circuito de
dicho electrodo. Esto es equivalente a una resistencia infinita. Si el potencial es
positivo los electrones son atraidos y hay corriente en el circuito del electrodo. Pero
hay mas, la corriente por el circuito del electrodo aumenta con la positividad de dicho
electrodo no linealmente, sino exponencialmente. Como imagen intuitiva doblar la
tensién del electrodo supone multiplicar la corriente mas de 4 veces. He aqui la
capacidad de amplificacién del dispositivo.

Campo gravitatorio versus campo eléctrico.

Tanto el campo gravitatorio como el campo eléctrico estatico en medios dieléctricos
verifican una misma ecuacion diferencial : la ecuacién de Poisson, cuya solucion es de
esta forma
- - r 1 1 1 =
V2¢:kp(r):>¢(r):k.[&dv'+—§ V4V —— |edS

‘r—r' Ar ‘r—r' ‘r—r‘

donde @ es la funcion potencial, p(r) es la densidad de masa/carga correspondiente y
la integral de volumen se extiende al volumen determinado por la superficie cerrada S.
Note el lector que la ecuacion de Poisson supone que el campo en puntos interiores
de una distribucién de carga/masa en volumen p(r) esta bien definido, ya que dicha
ecuacion incluye operaciones diferenciales sobre el campo en puntos interiores de la
distribucion. Un supuesto basico es que si la densidad es no nula en un volumen
limitado y el volumen de integracién lo extendemos tanto como queramos, entonces la
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contribucién de la integral de superficie es practicamente despreciable y podemos
poner

(r)

$(r) = kj

donde la integral se extiende a todo el espacio. Una propiedad importante de este
resultado es su linealidad: si la densidad se puede expresar como una suma de varios
términos tenemos

Zp,(r)

pr)=k[~——— = dv'= ijpl(r)d' ZW;)

Esta propiedad de linealidad permite hablar en cierto modo de masas negativas en el
caso del campo gravitatorio, al menos como concepto utilitario. Es el caso del campo
generado por una esfera de densidad uniforme con un hueco vacio en su interior. El
campo se puede ver como la composicién del campo generado por la esfera sin hueco
y el campo de una densidad de masa negativa asociada al hueco. Esta idea de masa
negativa derivada de la linealidad de las ecuaciones es la que justifica la existencia de
momentos dipolares, o en general multipolares, en el campo gravitatorio.

La solucién general de la ecuacién de Poisson incluye una integral de superficie que
normalmente se asocia a una condicidén de contorno. Para el campo gravitatorio la
integral de superficie puede ser util en caso de disponer de los valores del campo en la
superficie en virtud de cierta simetria del campo u otra circunstancia experimental.
Pero en electromagnetismo las condiciones de contorno tienen una relevancia fisica
mas profunda, ya que existen procesos fisicos de naturaleza cuantica mas alla del
electromagnetismo clasico capaces de controlar o establecer valores para el campo en
escalas macroscopicas. Ahora sabemos que la explicacién sobre la conduccién
eléctrica, la exclusion del campo eléctrico estatico en el interior de un conductor, los
dipolos magnético/eléctricos permanentes en atomos y moléculas; todo esto es de
naturaleza cuantica.

Sin embargo no se conocen fenédmenos cudanticos similares en el caso del campo
gravitatorio. No existen fendmenos de un nivel mas fundamental que sean capaces de
determinar o controlar el valor del campo en una superficie para el campo gravitatorio.
Esto esta en consonancia con el éxito de la relatividad general, una teoria sobre la
gravedad en el contexto cosmoldgico; que es el estudio del universo completo. Sin
embargo el fendmeno de la expansién del universo parece conducir necesariamente a
unas condiciones iniciales de algun tipo sobre el campo gravitatorio en las
proximidades del instante inicial del universo : el big-bang.

Nota sobre distribuciones de carga generalizadas
Las leyes del electromagnetismo suelen describirse en términos de densidades de

carga por unidad de volumen. Sin embargo esto no es problema en caso de tener
densidades de carga superficiales, lineales o puntuales. En efecto, mediante el uso de
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la funcién especial delta de Dirac (ver trabajo sobre la ecuacién de ondas) es posible
representar todos estos casos formalmente como densidades por unidad de volumen:
1-Densidad volumétrica asociada a una carga puntual en reposo

p,(N)=q6(r—ri)= j p,dv =q;

donde la variable r*indica la posicién de la carga y la variable independiente r numera
todas las posiciones del espacio.

2-Densidad volumétrica asociada a una distribucién lineal de carga
pr= 2 A DAL =1 %) = py(r0) = [ AG*,08(r = r)dl *

donde la variable r* numera todos los puntos de la linea cargada y A =dqg/dl* es la
densidad lineal de carga. La integral representa el paso al limite cuando A/*—0.

3-Densidad volumétrica asociada a una distribucién superficial de carga

p, =Y 0(r* DA% 8(r=r*) = p,(r,1) = [ (03 (r— r*)ds*

donde la variable r* numera todos los puntos de la superficie cargada y o =dq/ds* es la
densidad superficial de carga. La integral representa el paso al limite cuando As*—0.



