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Introduccion

Estas notas constituyen una guia de la segunda parte del programa de la asignatura Fisica
que se imparte en el segundo curso del Grado de MATEMATICAS de la Universitat Politécnica
de Catalunya (UPC).

Esta parte estd dedicada al estudio de las dos teorias de campos clasicas de la Fisica: la
Gravitacion newtoniana y el Electromagnetismo. Mientras que de la primera se va a hacer una
presentacién bastante amplia de sus fundamentos y sus principales caracteristicas; de la segunda
sélo se van a tratar sus aspectos esenciales y los fenémenos maés relevantes, ya que un estudio
pormenorizado de la misma requeriria un curso completo.

En estas notas se va a prestar especial atencién a la fundamentacion matematica de estas
teorias, utilizando las herramientas del cédlculo diferencial e integral de una y varias variables,
asi como del calculo tensorial, estudiadas en los cursos previos del Grado. También se suponen
bien asumidos los conceptos de Mecanica newtoniana desarrollados en la primera parte de este
curso.



Capitulo 1

Teoria de Newton de la Gravitacion

Introduccién

En este capitulo se presenta la teoria de Newton de la Gravitacién. Tras un breve repaso a los
antecedentes histéricos (modelos geocéntricoy heliocéntricoy Leyes de Kepler) y a la formulacién
original de la teoria (Ley de la Gravitacion Universal), se estableceran las ecuaciones de campo
de la teorfa y la ecuacion de las trayectorias. A partir de ellas se estudiard el movimiento en
campos centrales y newtonianos y se recuperaran las leyes de la Gravitacién y de Kepler.

1.1. Gravitacion newtoniana

En esta seccion se estudian los principios y consecuencias de la teoria clasica de Newton de
la Gravitacién. Hay que aclarar, no obstante, que la teorfa original de Newton (de 1687) sélo se
refiere a la ecuacién de la fuerza gravitatoria (ley de la Gravitacion Universal). Sin embargo, en
este capitulo se presentard la gravitacion en su forma moderna, como una teoria de campos.

1.1.1. Antecedentes y motivaciones histéricas. Leyes de Kepler

Los antecedentes de la teoria de la Gravitacion de Newton se remontan al astrénomo prusiano
Nicolds Copérnico (1473-1543) quien propuso su modelo heliocéntrico ! del sistema solar y del
Universo, en su obra “De Revolutionibus Orbium Coelestium” (publicada en el afio de su muerte,
1543). Las ideas basicas de esta teoria eran las siguientes:

- El centro del Universo estd en el Sol.

- Alrededor del Sol orbitan, en el siguiente orden, los planetas Mercurio, Venus, la Tierra (con su
satélite, la Luna), Marte, Jupiter y Saturno (Urano y Neptuno eran atin desconocidos entonces).

- Los movimientos de los cuerpos celestes son uniformes, eternos, y circulares o compuestos de
diversos ciclos (epiciclos).

- Las estrellas son objetos distantes que permanecen fijos y, por tanto, no orbitan alrededor del
Sol.

! Propuesto inicialmente por el astrénomo y matemético griego Aristarco de Samos (310-230 a.C.).
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- La Tierra tiene dos movimientos periédicos: la rotacién en torno a su eje (de periodo un dia),
y la traslacion en torno al Sol (de periodo anual).

- El movimiento retrégrado observado de los planetas es un efecto del movimiento de la Tierra.
- La distancia de la Tierra al Sol es pequena comparada con la distancia a las estrellas.

Este modelo sustituia el anterior modelo geocéntrico (140) del astronomo y matematico griego
Claudio Ptolomeo (100-170), en el cudl la Tierra como centro del Universo, el Sol y las estrellas
se movian en torno a la Tierra siguiendo érbitas circulares y los planetas lo hacian siguierdo
6rbitas mas complicadas (compuestas por circunferencias dentro de otras circunferencias).

Posteriormente, entre los anos 1576-1597, el astrénomo danés Tycho Brahe (1546-1601)
realizdé una serie de numerosas observaciones de gran exactitud sobre el movimiento de los
planetas. Estos datos fueron recogidos y analizados por el astronomo y matematico aleméan
Johannes Kepler (1571-1630) quien, basandose en ellos, modificé la teoria de Copérnico sobre
el movimiento de los planetas en torno al Sol, postulando que sus Orbitas no eran circulares,
sino elipticas, y que su velocidad no era constante, sino que se movian més rapidamente cuanto
menor era su distancia al Sol. También establecié, con posterioridad, una relacién matematica
que vinculaba el periodo de una érbita con su distancia media al Sol. Todos estos resultados
los establecié en tres leyes de cardcter empirico que hoy se denominan leyes de Kepler y cuyo
enunciado es el siguiente:

Primera Ley de Kepler: Los planetas se mueven en torno al Sol siguiendo orbitas elipticas,
con el Sol situado en uno de sus focos.

Segunda Ley de Kepler: La recta que une un planeta con el Sol barre areas iguales en
tiempos iguales; es decir, la velocidad areolar de los planetas es constante.

Tercera Ley de Kepler: El cuadrado del periodo de la érbita de un planeta es proporcional
al cubo de su distancia media al Sol.

A lo largo de una érbita eliptica, el punto para el que un planeta estd a la distancia mas
préxima al Sol se denomina perihelio y el més alejado afelio 2; mientras que la distancia media
es la semisuma de estos valores que es el semieje mayor de la elipse 3.

Como se ha mencionado. las leyes de Kepler son de cardcter experimental (deducidas de
las observaciones de Brahe). No es hasta la llegada del gran fisico y matematico inglés Isaac
Newton (1642-1727) que en sus “Philosophia Naturalis Principia Mathematica” (1687) elabora
una teoria completa sobre la Gravitacién de la que se deducen, de manera natural, las tres
Leyes de Kepler. En particular, Newton postula que entre el Sol y los planetas existe una fuerza
(atractiva) que es responsable del movimiento de estos tltimos y se da cuenta de que la primera y

2 Para el caso de objetos orbitando en torno a la Tierra se denominan perigeo y apogeo, respectivamente.
3 Por ejemplo, para la Tierra estos valores son 147,2-10° Km, 152,1-10° Km y 149, 6-10° Km, respectivamente.
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tercera ley requieren que dicha fuerza sea inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
de separacion entre el Sol y el planeta en cuestién; mientras que la segunda es consecuencia de
la conservacién del momento angular. Ademas establece la hipdtesis de que esa fuerza se ejerce,
no sélo entre el Sol y los planetas, sino entre cualquier par de objetos materiales en el Universo
4. en particular, esta fuerza es la responsable de la caida de los cuerpos masivos en la superficie
de la Tierra y del movimiento de los planetas en torno al Sol y de la Luna en torno a la Tierra °.

Los fundamentos de la teoria de Newton de la Gravitacién se recogen en el siguiente enunciado:

Ley de la Gravitacién Universal: Dos cuerpos masivos (puntuales) se ejercen una fuerza
mutua de atraccion, en la direccién de la recta que los une, cuyo valor es directamente propor-
cional al producto de sus masas e inversamente proporcional a la distancia de separacién entre
ambos cuerpos.

Es decir, si las masas de los cuerpos son mj y ms, esta fuerza es

mimor
F=-G—5——; (1.1)
r r
. .7 7’ r
donde r es el vector de posicion de un cuerpo respecto al otro, r es su médulo, por tanto u, = —
r

es un vector unitario en la direccién de r, y G es una constante positiva que recibe el nombre
de constante universal de la Gravitacién, cuyo valor es G = 6,6738480 - 10~ 1'm3/Kgs? 6. A
partir de esta ley, como se verd posteriormente, Newton derivé las expresiones matemaéticas de
las tres leyes de Kepler. Una observacién importante es que, como puede comprobarse a partir
de su expresion, la fuerza gravitatoria descrita por (1.1) es un campo de tipo conservativo.

En la teoria de Newton se asumia también, de manera implicita, que la fuerza gravitatoria
era instantanea y se trataba, ademads, de una teoria “de accién a distancia”; es decir, la fuerza
actua directamente entre los cuerpos sin que haya ningin otro agente fisico que la implemente. La
primera asuncién quedé superada con el advenimiento de la teoria de la Relatividad (a principios
del siglo XX). En cuanto a la segunda, la idea de “accién a distancia” era controvertida entre
muchos fisicos, pero no fué hasta el siglo XIX que pudo sustituirse introduciendo el concepto de
campo mediador de las interacciones.

En los siguientes apartados se va a presentar la teoria de Newton de la Gravitacion entendida
como una teoria de campos.

1.1.2. Postulados de la teoria de Newton de la Gravitacién

Los postulados en los que se basa la teoria de Newton de la Gravitaciénl son, esencialmente,
los de la mecanica newtoniana, anadiendoles las ecuaciones de la gravitacion. Son los siguientes:

0 (PostuLADO “CERO”): El espacio y el tiempo son independientes. El tiempo es absoluto y,
en cada instante de tiempo, el espacio es absoluto.

Un modelo matematico es el siguiente: el tiempo es un espacio afin unidimensional que se
identifica con R y el espacio, para cada instante de tiempo, es un espacio afin tridimensional

1 Esta era una idea muy atrevida para la época, ya que entonces no se crefa que las leyes fisicas aplicables en
la Tierra fueran vélidas, en general, para los objetos celestes.

5 Newton razona que los planetas siguen 6rbitas elipticas en torno al Sol (y también la Luna en torno a la
Tierra) a causa de esta fuerza que los desvia de la trayectoria inercial (recta) que seguirian si tal fuerza no actuara
(de acuerdo con su Primera Ley del Movimiento, que previamente habia establecido). De esta manera la Luna y los
planetas, en su movimiento eliptico, estarian realmente “cayendo” hacia el Sol o la Tierra “desde sus trayectorias
rectas inerciales”.

5 La primera estimacién de su valor fué efectuada por el féico inglés Henry Cavendish (1731-1810), en 1798,
usando péndulos de torsién.
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que se identifica con R3. En los espacios vectoriales asociados, las distancias se miden
usando la métrica euclidea.

1 (PRINCIPIO DE RELATIVIDAD DE GALILEO 0 de EQUIVALENCIA DE LOS SISTEMAS INERCIA-
LES): Existe una clase de sistemas de referencia denominados sistemas inerciales en los
cuales son vélidas las leyes de la Mecanica (de Newton ).

Los sistemas inerciales se desplazan entre ellos a velocidad constante o estan en reposo
relativo y son equivalentes.

El significado y consecuencias de estos postulados son los siguientes:

= Kl tiempo es homogéneo y la simultaneidad es un concepto absoluto.

Esto quiere decir que todos los observadores (o sistemas de referencia) miden el mismo
intervalo temporal entre dos sucesos cualesquiera o, lo que es lo mismo, que hay una
escala en R para medir el tiempo que es la misma para todos los sistemas de referencia,
pudiéndose elegir el origen arbitrariamente (no hay instantes de tiempo privilegiados).

Matematicamente significa que la distancia temporal en R es invariante por traslaciones.

= El espacio es homogéneo e isétropo, es decir, invariante por traslaciones y rotaciones.

Esto quiere decir que no hay puntos ni direcciones privilegiadas en el espacio y que todos los
observadores inerciales miden la misma separacion espacial entre dos puntos cualesquiera
de R3. Para dos puntos en el espacio, de coordenadas (zp, Yp, zp), (Tq, Yq» 7q), Su distancia
se calcula usando la métrica euclidea g;; y su cuadrado es

(Al)z = (zp— xq)z + (yp — yq)2 + (2p — Zq)2 = (A$)2 + (Ay)2 + (AZ)Q
3
= 2 gijA:L‘iA:L'j , (donde z' ==z, 22 =y, 2% =2). (1.2)
ij=1

Matematicamente ésto significa que la distancia euclidea en R? es invariante por estas
transformaciones.

Como ya se ha estudiado en la primera parte del curso, el conjunto de transformaciones que
preservan la distancia temporal y espacial y la forma de las ecuaciones de la mecanica newtoniana
(v de la gravitacién) incluye traslaciones temporales, traslaciones espaciales, rotaciones y las
denominadas transformaciones puras de Galileo o “boosts galileanos”. Para sendos sistemas
inerciales Sy S con coordenadas (t,z,y, 2) y (, %, 1, Z) respectivamente, cuya velocidad relativa
es v = (vg, Uy, v;), estas transformaciones son:

t=t : ZT=zx+uv,t |, y=y+uvt , zZ==z+uvt

A todas ellas habria que anadir también las transformaciones de paridad (las que invierten la
orientaciéon de los ejes espaciales) y las inversiones temporales; aunque éstas no son de interés
desde el punto de vista de la fisica clasica. Con ello se obtienen todas las transformaciones que
dejan invariante la distancia en R y en R?, medida con la métrica euclidea; es decir, las isometrias
de la métrica euclidea en R y en R3.

Dado que la composicién de dos de estas transformaciones es otra del mismo tipo, es una ope-
racion asociativa, la identidad esta incluida como caso particular y existe la inversa de cualquiera
de ellas; este conjunto tiene estructura de grupo y se denomina grupo de Galileo extendido, G.

7 O su generalizacién, la Mecdnica Analitica.
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La expresion general de una de estas transformaciones, dada en forma matricial, es

t +1 0 0 0 t to

| | v RI R? R} T T

il e BB R v] w

z v. R} R} R} z 20
Ri R Rj
y se trata, por tanto, de transformaciones afines en R*. En esta expresién, R = R% R% RS
R; Ri Rj

representa un elemento genérico del grupo ortogonal
O(3,R) ={Re M3x3(R) | RFR=1},

que es un subgrupo de G que incluye las rotaciones en R? y las transformaciones de paridad. Las
rotaciones en R? son, a su vez, un subgrupo de este tltimo que se denomina grupo ortogonal
especial

SO(3,R) = {R e M3x3(R) | RFR=1, detR =1} .

Asimismo, las transformaciones puras de Galileo, las traslaciones espaciales y las traslaciones
temporales también son subgrupos de G. La unién de estos cuatro tultimos forma el denominado
grupo de Galileo propio ortocrono que contiene los tipos de transformaciones que son relevantes
en la Mecanica newtoniana.

1.1.3. Ecuaciones de la teoria de Newton de la Gravitacién. Potencial gravi-
tatorio y ecuaciéon de Poisson

Matematicamente un campo es una funcién de varias variables (escalar o vectorial), definida
en una regién de R™. Fisicamente esas variables suelen ser coordenadas espaciales y, eventual-
mente, el tiempo, y el campo representa la distribucion espacio-temporal de una magnitud fisica
0, lo que es lo mismo, una propiedad fisica que puede medirse en el entorno de cada punto de
una regién del espacio en cada instante del tiempo 8. El campo es creado por entidades fisicas
(particulas) que tienen una determinada propiedad ? y se manifiesta fisicamente por la fuerza a
que se ven sometidas las particulas que son sensibles a la accién de dicho campo 0. La “accién
a distancia” queda, entonces, obviada porque la particula creadora del campo interacciona con
éste y el campo lo hace con las otras particulas sometidas a su accion.

Asi pués, las ecuaciones de una teoria de campos estandar como la gravitacién newtoniana
o el electromagnetismo clasico deben ser del siguiente tipo:

= Una ecuacién sobre la divergencia del campo, que, teniendo en cuenta la interpretacién de
este operador, da informacién sobre el origen o las fuentes del campo.

= Una ecuacién que da informacién sobre las caracteristicas del campo, como el hecho de
ser o no conservativo (y, por consiguiente, variacional), y que serfa una ecuacién sobre el
rotacional del campo.

8 Desde el punto de vista histérico, se introdujo esta nocién precisamente para explicar la accién a distancia de
las fuerzas gravitatoria, eléctrica y magnética, aunque, posteriormente, se extendié su significado para describir una
amplisima variedad de fenémenos fisicos como son: variaciones de temperatura, propagacién de ondas, movimiento
de fluidos, etc.

9 Masa, en el caso de la gravitacién newtoniana, o carga si se trata del campo eléctrico.

10 De nuevo, particulas masivas, en el caso de la gravitacién newtoniana, o cargadas, en el caso del electromag-
netismo.
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Estas son propiamente las ecuaciones de campo, y son ecuaciones en derivadas parciales que
determinan el campo, conocidas sus condiciones de contorno ''. Estas ecuaciones han de pos-
tularse o, alternativamente, si se trata de ecuaciones de tipo variacional (como ocurre en el
caso de campos conservativos), se ha de postular la funcién lagrangiana de la que derivan. Las
ecuaciones de campo han de ser complementadas con:

= Una ecuacion sobre la fuerza que genera el campo sobre las particulas.

Esta ecuacion, combinada con la segunda Ley de Newton, da lugar a la ecuacion de las
trayectorias que siguen las particulas sometidas a la accion del campo.

Esta ecuacién tambiés se postula y las ecuaciones de las trayectorias asociadas son ecuacio-
nes diferenciales ordinarias que, en particular, pueden ser de tipo variacional (derivan de una
lagrangiana), si el campo es conservativo.

En lo que respecta ya a la teoria de la Gravitacion, el dltimo de sus postulados ha de
establecer las ecuaciones de la misma. Entonces:

2 (ECUACIONES DE LA GRAVITACION): Una distribucién de masa de densidad p(¢, x) origina
un campo vectorial g(t¢,x), denominado campo gravitatorio, que estd determinado por
las ecuaciones

V- g(ta X) = _47TGp(t7 X) ’ (13)
Vxg(tx) = 0,
donde G es la constante universal de la Gravitacién (y los operadores diferenciales actian
en R3; es decir, las derivaciones se realizan respecto a las coordenadas espaciales).
El campo gravitatorio g actiia sobre las particulas materiales ejerciendo una fuerza gra-
vitatoria que es proporcional al campo:

F=myg, (1.5)

donde la constante de proporcionalidad m, es la masa gravitatoria (pasiva) de la particu-
la 12, Cuando la ecuacién (1.5) se combina con la Segunda Ley de Newton de la Mecanica da
la ecuacién dindmica o del movimiento de las particulas en el seno de campos gravitatorios

m;X=myg, (1.6)

en la que la constante m; es la masa inercial de la particula 3.

De la ecuacién (1.4) se infiere que, en regiones simplementes conexas, el campo gravitatorio
g(t,x) es conservativo, luego
g1, %) = ~VV(t,x) , (L.7)

donde Vg(t,x) es un potencial escalar que se denomina potencial gravitatorio (obviamente
este potencial no es tinico). Teniendo ésto en cuenta resulta que:

"En general, desde un punto de vista mds puramente matemético, se suele denominar teoria de campos a
cualquier fenémeno o problema descrito por ecuaciones en derivadas parciales, aunque no sean exactamente como
las aqui descritas (p. €j., la teoria de fluidos, la Relatividad General, u otros problemas de indole matemético).

12 Bsto es asf porque, fijadas las unidades de la constante gravitatoria G, las del campo gravitatorio son [LT_Q]
y, entonces, mg tiene unidades de masa. Esta constante da cuenta de una caracteristica intrinseca de las particulas
materiales que es la medida de la reaccién de la materia a la accién de la gravedad.

13 Que da cuenta de la reaccién de la materia a la accién de fuerzas cualesquiera.
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Teorema 1 La ecuacion (1.3) es equivalente a
V2 Vg(t,x) = 4nGp(t, x) , (1.8)

que recibe el nombre de ecuacion de Poisson. Cuando p(t,x) = 0 se reduce a la ecuacion
de Laplace, V? Vg(t,x) = 0.

En funcién del potencial gravitatorio, la ecuacién de la fuerza gravitatoria es
F=-myg VVg, (1.9)
v la de las trayectorias dindmicas es

m;X =—mg Vg . (1.10)

Conocido el campo escalar densidad p(t,x), las soluciones de las ecuaciones (1.3) y (1.4), o
equivalentemente de (1.8), darfan el campo o, equivalentemente, el potencial gravitatorio creado
por esa distribucién de materia, y las de (1.10) darfan las trayectorias de las particulas bajo la
accion de ese campo.

Comentario 1 Como el campo gravitatorio g es conservativo, la propia ecuacién (1.5)muestra
que la fuerza gravitatoria es también un campo conservativo y F = —VU, siendo su potencial
escalar

U=myVVy,

que se denomina energia potencial del campo gravitatorio.

1.1.4. Ley de Gauss del campo gravitatorio. Ley de la Gravitacion Universal

Para poder interpretar fisicamente las ecuaciones de la Gravitacién es conveniente expresarlas
en forma integral. Para ello se utiliza el teorema de la divergencia o de Gauss-Ostrogradskii del
Anilisis Vectorial.

Teorema 2 (Ley de Gauss de la Gravitacién): Sea V C R3 es una regidn compacta en la que
hay una distribucion de masa de densidad p, cuyo borde S = OV es una superficie reqular (a
trozos). Entonces la ecuacion (1.3) es equivalente a

/g -ds = —4nGM . (1.11)
S

Es decir, el flujo del campo gravitatorio que atraviesa cualquier superficie cerrada (reqular, a
trozos) es proporcional a la masa total encerrada por dicha superficie.

(Dem.): Partiendo de la ecuacién (1.3), se toma una superficie regular (a trozos) cualquiera
que encierre un volumen V que contenga la distribuciéon de masa de densidad p. Integrando
ambos miembros de la ecuacién en V', el miembro de la derecha permite obtener la masa total
M presente,

—/ ArGpdV = —4nGM
v
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mientras que en el de la izquierda, la utilizaciéon del teorema de la divergencia de Gauss-
Ostrogradskii da como resultado el flujo del campo gravitatorio o flujo gravitatorio que atraviesa

la superficie S,
/V-ng—/g-ds.
14 S

Reciprocamente, partiendo de la ecuacién (1.11), utilizando de nuevo el teorema de Gauss-
Ostrogradskii y teniendo en cuenta que la igualdad vale para cualquier superficie cerrada S (y,
por tanto, para cualquier regién V') que contenga la distribucién de masa, se recupera la ecuacién
(1.3). [ ]

Comentario 2 El flujo del campo gravitatorio, F, = / g - ds es una medida de la “cantidad
S

de lineas de corriente del campo gravitatorio” que atraviesan la superficie 4. Dado que G > 0
y M > 0, el signo negativo en el miembro derecho de la ecuacién (1.11) significa que el flujo del
campo gravitatorio ‘entra’ en la regién donde estd la distribucion de masa y que, por tanto, las
masas originan los campos gravitatorios y, concretamente, confluyen en ellas 2.

Para una distribucién de masa estatica y esféricamente simétrica, de densidad p y radio R,
a partir de la ecuacién (1.3), expresada en forma integral como se acaba de ver, se obtiene la ley
de la Gravitacién Universal. En efecto; si en la ecuacién de la ley de Gauss (1.11) se toma una
region esférica V', de radio r, que contenga la distribucién de masa (r > R) y sea concéntrica
con ella, teniendo en cuenta la simetria esférica del problema, resulta que el campo gravitatorio
es radial y su médulo sélo depende de la coordenada radial r, por consiguiente es g(r) = g(r)u,,

donde g(r) = ||g(r)]| y u, = ¥ es el vector unitario radial. Entonces en el miembro de la izquierda
r

de la ecuacién (1.11) se obtiene que

/Sg-ds:[gg<r>ur-qus:/g(r)dszg(rmw?,

S

ya que la funcién g(r) es constante sobre la esfera S. De aqui se llega a que

GM GM
g(r) = 2 = g(r)= W (1.12)
y, finalmente, de la expresién (1.5) se obtiene
GM
F-gm,=——>"2u,, (1.13)
T

que es la ecuacién de la ley de la Gravitacién Universal. Obsérvese que, ademads, de (1.7) y (1.12)
se obtiene también que, salvo constantes aditivas, el potencial y la energia potencial gravitatorios
son

GM GM
Vo=, U=-——""9

r r

Comentario 3 Dado que este resultado es valido para cualquier R, tomando el radio de la
distribucién de masa tan pequenio como se desee (R — 0) se recuperara la idea fisica de particula
puntual y la ecuacién (1.13) es la ley de la Gravitacién Universal para particulas puntuales (1.1)

14 Las lineas de corriente son las curvas integrales del campo y fisicamente son las trayectorias que, partiendo
del reposo, seguirian las particulas masivas sometidas a la acciéon del campo.
En ese sentido se interpretan como “sumideros” de dichos campos.
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16 De este modo se ha probado también que la fuerza gravitatoria generados por una distribucién
esférica, estatica y uniforme de masa es la misma que crearia una particula puntual situada en
el centro de la esfera y que tuviera la misma masa total.

De hecho, este resultado se generaliza para cualquier distribucién de masa, sea cual sea su
forma y su densidad. En ese caso, el campo y la fuerza gravitatoria creados por la distribucion
en un punto exterior a la misma es el que crearia una particula situada en el centro de masa de
la distribucién, cuya masa fuera la masa total y estuviera situada a distancia r del punto.

De este modo se ha probado que:

Proposicién 1 La ley de la Gravitacion Universal (1.1) es una consecuencia de la ecuacion del
campo gravitatorio (1.3), y de la ecuacion de la fuerza gravitatoria (1.5).

Comentario 4 Resumiendo, las ecuaciones (1.3) y (1.4) que determinan el campo gravitatorio
tienen una clara interpretacion fisica. La primera indica que esta originado por la presencia de
masa y, junto con la ecuacién de la fuerza gravitatoria (1.5), conducee a la ley de la Gravitacién
Universal. La segunda indica que el campo es conservativo y, por tanto, que existe potencial
gravitatorio 7.

La teoria de Newton de la Gravitaciéon es compatible con la mecédnica newtoniana en el sen-
tido de que sus ecuaciones son invariantes por las transformaciones de Galileo (extendidas). Sin
embargo, la teoria de Newton de la Gravitacion adolece de serias limitaciones. La principal es
que es incompatible con la Teoria de la Relatividad Especial 8. Pero, ademds de ello, ciertas
observaciones experimentales eran inexplicables en el marco de la teoria newtoniana. En parti-
cular, era bien conocido que, debido a diversas causas como son la no esfericidad exacta del Sol
y la influencia gravitatoria de los otros cuerpos del sistema solar, entre otras, las érbitas de los
planetas no son cerradas (elipses), sino que hay una precesién del perihelio de dichas 6rbitas.
Esta precesion habia sido medida con bastante precisiéon para la o6rbita de Mercurio, en 1859,
observandose que habia un avance anémalo que no podia ser explicado con la teoria de Newton
teniendo solo en cuenta las causas senaladas. No fué hasta el advenimiento de una teoria mu-
cho mas general de la Gravitacién (la teoria de la Relatividad General) que dichas limitaciones
quedaron superadas.

1.1.5. Reflexiones sobre el concepto de ‘masa’. Principio de Equivalencia de
Galileo

Es importante senalar que, en principio, en la teoria de Newton de la Gravitacion se estan
utilizando dos acepciones diferentes del concepto de “masa”:

» La masa gravitatoria pasiva m, de una particula que, como ya se ha comentado, da cuenta
de una caracteristica intrinseca de las particulas materiales que es la medida de la reaccién

16 Las particulas puntuales son idealizaciones que no tienen sentido fisico, ya que tendrian densidad de masa
infinita. No obstante, pueden ser modelizadas matematicamente usando la delta de Dirac.

17 La no unicidad en su eleccién, por adicién de funciones constantes, significa que se puede elegir libremente
el origen de potenciales.

18 Ya que, por ejemplo, la accién gravitatoria entre particulas es instanténea, lo cual estd en contradiccién
con el hecho de que, segin la Relatividad Especial, cualquier senal se transmite a velocidad menor o igual que
la velocidad de la luz. Ademas, en la ley de la Gravitacién Universal, las posiciones de las particulas se miden
simultaneamente, lo que significa que dicha ley sélo es valida en un sistema de referencia distinguido y las distancias
entre las particulas son iguales para todos los observadores.
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de la materia a la accién de un campo gravitatorio (ésto es, la particula como “receptora”
de la gravedad).

» La masa gravitatoria activa M = M, de una particula que da cuenta de otra caracteristica
intrinseca de las particulas materiales que es la medida de la intensidad del campo gravi-
tatorio creado por una particula (la particula como “fuente productora” de la gravedad).

Estas dos masas son realmente la misma. En efecto, si se considera un sistema aislado formado
por dos particulas, la fuerza gravitatoria que una particula de masa gravitatoria activa M, gl y
masa gravitatoria pasiva m; ejerce sobre otra de masa gravitatoria activa M, g2 y masa gravitatoria

pasiva mg es, de acuerdo con (1.5) y (1.13),

GM!Im?
12 _ 1,2 _ 9"
F =g my= 2 u, .
Del mismo modo, la fuerza gravitatoria que la particula 2 ejerce sobre la 1 es,

2,1
F2 — g2l — GMgmy

u, .
9 r2 r

Al ser el sistema aislado, estas son las unicas dos fuerzas que actian sobre las particulas y, como
consecuencia de la Tercera Ley de Newton (accién y reaccién), se tiene que F?! = —F12 y de
aqui se obtiene que

1 2
mg My

1= 32
Mg Mg

con lo que, al ser este resultado valido para dos particulas cualesquiera, se ha de concluir que

—7 es una constante universal que, ajustando las unidades de medida (o, lo que es lo mismo,

ajustando el valor de la constante G' 19), puede ser tomada igual a 1; es decir
mg = M, ,

con lo que la masa gravitatoria activa y pasiva son iguales y se denomina simplemente masa
gravitatoria.

La siguiente cuestién a discutir es la relacion entre la masa gravitatoria y la masa inercial. De
acuerdo con la Segunda Ley de Newton, la fuerza gravitatoria que actia sobre una particula le
provoca una aceleracion que es proporcional a dicha fuerza; escribiéndose esta relacién en la forma
F = m; a, donde la constante de proporcionalidad m; es la masa inercial de la particula. Esta
constante da cuenta de una caracteristica intrinseca de las particulas materiales que es la medida
de la resistencia de la materia a cambiar su estado dindmico o de movimiento. Combinando esta
ultima ecuacién con (1.5) se obtiene (1.6); es decir,

m;a=myg <= a:ﬁg; (1.14)

i
m
(el factor — se denomina carga gravitatoria de la particula). Experimentos realizados ya inicial-
"

1
mente por Galileo Galilei (1564-1642) sobre la caida de objetos de diversa masa y composicién
desde la torre de Pisa, y mas recientemente por el fisico hingaro Lordnd Edtvés (1848-1919)
entre 1906 y 1909, posteriormente refinados por otros investigadores usando péndulos de torsion,

llevan a la conclusion de que la aceleracién a medida para particulas distintas, es la misma (con

C ey _ . ... m .
una precisién de 107!1), por lo que la carga gravitatoria —2 resulta ser una constante universal

my

19 Nétese que la eleccién de la unidad de masa fija el valor de esta constante G, y reciprocamente.
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que, ajustando las unidades de medida, puede ser tomada igual a 1 2. De este modo se concluye
que ambas constantes son iguales, m; = my = m y se denomina simplemente masa. Por tanto,
la aceleracion producida por la fuerza gravitatoria es a = g; esto es, la misma e independiente
de la masa m de las particulas.

A esta conclusion llegé el propio Galileo tras hacer el siguiente extraordinario razonamiento:
Considérense dos cuerpos cualesquiera de masas respectivas M, m y sea M > m. Asumamos
como primera hipotesis que el cuerpo mas masivo cae mas rapidamente; en este caso, dejando
caer los dos cuerpos simultdneamente después de haberlos unido con una cuerda inextensible de
masa despreciable, se veria que M se sitia rapidamente por debajo de m hasta que la cuerda
se tensa; momento a partir del cual constituyen un tnico cuerpo de masa M + m. Desde este
instante, por efecto de la tensién de la cuerda, M disminuye su aceleracién de caida, mientras
que m la incrementa en la misma magnitud (a causa de la la ley de accién y reaccion). Por
consiguiente, M + m caerfa un poco mas lentamente que M. Pero esto es absurdo porque
M +m > M y deberia caer con mas rapidez, en virtud de la hipétesis de la que hemos partido.
Esta posibilidad debe ser, pués, descartada”. Asumiendo la hipétesis opuesta de que el cuerpo
menos masivo cae mas rapidamente y razonando del mismo modo se llegaria a una contradiccion
similar. Asi pués, debe concluirse que ambos cuerpos caen con la misma velocidad.

Estos resultados constituyen lo que se conoce como:

Principio de Equivalencia (débil o de Galileo): La masa inercial y la masa gravitato-
ria son iguales. Como consecuencia, en un campo gravitatorio, todas las particulas materiales
experimentan la misma aceleracién independientemente de sus masas.

Un cuerpo se dice que estd “en caida libre” en un campo gravitatorio cuando estd sometido
unicamente a la accién de la gravedad (no sometido a ninguna otra fuerza y sin rotacién).

1.2. Movimiento en campos centrales y newtonianos

En esta seccion se analizard el movimiento de las particulas materiales sometidas a la accién
de los campos gravitatorios; esto es, bajo campos centrales y newtonianos.

1.2.1. Ecuaciones de las conicas en coordenadas cartesianas y polares

Previamente hay que hacer un repaso de las definiciones y las ecuaciones de las curvas cénicas.

Definicién 1 La pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano R? tales que sus
distancias a un punto fijo F', que se denomina foco, y a una recta fija D (con F' ¢ D), que se
denomina directriz, es la misma, r.

La distancia a del foco a la directriz se denomina pardmetro.

La recta que es perpendicular a la directriz y contiene el foco se denomina eje focal (y es el
eje de simetria de la curva).

El punto de la pardbola que pertenece al eje focal y que estd a la minima distancia, a/2, de
la directriz es el vértice de la pardbola.

20 Fsto no es sino ajustar la unidad de medida de la masa gravitatoria, lo cudl se consigue fijando el valor de
la constante universal G, como ya se ha comentado.
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Tomando coordenadas cartesianas en R? con origen en el vértice de la pardbola y tomando
como uno de los ejes coordenados la recta focal, la ecuacién (candénica) de la parabola es

y* = 2ax (eje focal OX, rama hacia la derecha) ; z? = 2ay (eje focal OY, rama hacia arriba)

y®> = —2az (eje focal OX, rama hacia la izda.) ; z? = —2ay (eje focal OY, rama hacia abajo).
Para obtener la ecuacién en coordenadas polares situaremos el origen en el foco, F', como en la
figura. En este caso directamente se ve que

rcosf +r=a,

de donde
a

"= 1+4cosf

(1.15)

Definicién 2 La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano R? tales que la suma de
sus distancias r y v’ a dos puntos fijos F y F', denominados focos, es constante: r +r' = 2a.

El punto medio del segmento que une los focos se denomina centro.
Los puntos de la elipse que estdn a mdzxima y minima distancia del centro se llaman vértices.

Los segmentos rectilineos que unen cada uno de los vértices a mdrima distancia, a, con el
centro son los semiejes mayores de la elipse. Andlogamente, los segmentos de recta que unen
cada uno de los vértices a minima distancia, b, con el centro son sus semiejes menores.

El valor e < 1 tal que ae es la distancia del centro a los focos se denomina excentricidad.

Los vértices que estdn a minima distancia del centro distan a de cada foco de la elipse, luego se
tiene que b = a\/1 — e2. Por otra parte, si T4z ¥ Tmin denotan la maxima y minima distancia
de los puntos de la elipse a uno de sus focos, resulta que

Tmax — Tmin
2a = Tmaz +Tmin 5 208 = Tmaz — Tmin —> €= = b= vV "'maz Tmin -
Tmaz T Tmin
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Semieje
menor

Semieje
e = excentricidad mayor

Tomando coordenadas cartesianas en R? con origen en el centro de la elipse y ejes dirigidos
segun los semiejes, la ecuacién (candnica) de la elipse es

2 2
SN
a b2

Para obtener la ecuacién en coordenadas polares situaremos el origen en uno de los focos, F', tal
como se indica en la figura. Usando el teorema del coseno se tiene que

% =12 4 4a2e? 4 draccosf = 12 + 4ae(ae + rcosh) ,

y teniendo en cuenta que 7’ = 2a — r, se tiene que
r? +4a? — dar = r? + dae(ae + rcosf) < dar(l +ecosf) = 4a’(1 — €?) ,
de donde

_a(l—é?)

= — 1.16
1+ ecosb ( )

Como casos particulares se tienen:

» Sie=0 (F = F’), se obtiene r = a, que es la ecuacién de una circunferencia.

= Si e — 1 entonces la elipse degenera en un pardbola, cuando F’ se aleja hacia el infinito,
o en una recta, cuando F’ permanece a distancia finita de F.

Definicién 3 La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano R? tales que la
diferencia de sus distancias v y v’ a dos puntos fijos F y F’, denominados focos, es constante.
Una hipérbola tiene dos ramas: cuando r — 1’ = 2a, que denominaremos rama positiva, y
cuando r —r' = —2a, que denominaremos rama negativa; (a > 0).

El punto medio del segmento que une los focos se denomina centro.

Los puntos de la hipérbola que estdn a minima distancia, a, del centro se denominan vérti-
ces. Los segmentos rectilineos (de longitud a) que unen cada vértice con el centro son los semi-
ejes transversales de la hipérbola.

El valor e > 1 tal que ae = ¢ es la distancia del centro a los focos se llama excentricidad.
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Tomando coordenadas cartesianas en R? con origen en el centro y eligiendo como uno de los
ejes coordenados la recta que contiene los focos, la ecuacién (canénica) de la hipérbola es
¥ 22
a2

— — =1 (ramas verticales) |,

x
— — = =1 (ramas horizontales) ; 2

donde b? = c? — a? = a?(e? — 1). Para obtener la ecuacién en coordenadas polares situaremos
el origen en uno de los focos, F', como se indica en la figura. Como en el caso anterior, por el
teorema del coseno se tiene

r'? = 1% 4 4a2e® — draecosf = r? + dae(ae — r cosf) |

luego, procediendo como antes y teniendo en cuenta que r’ = r 4 2a, resulta que
r? +4a” + dar = 72 + dae(ae — rcosf) <= dar(£1+ecosf) = 4a%(e* — 1),

de donde
a(e? — 1)

" Xl tecosh

que es la ecuacién de la hipérbola: el signo negativo da la rama positiva, que es la que estd méas
préoxima a F’; mientras que el positivo da la rama negativa, que estd mds préoxima a F.

r (1.17)

Con todo ésto se ha probado que:

Proposicién 2 La ecuacion general de una conica en coordenadas polares con centro en el foco

(o en uno de ellos) es

1 =B+ ACOS(9 — 00) , (A > O) . (118)

r

donde 0, el dngulo formado por el semieje OX™ y el eje de la conica (o uno de ellos). Si 6, = 0,

el eje de la conica coincide con el eje OX y su ecuacion es — = B + Acos@.
r

1 e

1. SZB>A68UnQ€lZp8€yB:m,A:m
1
a

2. Si B= A es una pardbola y B=A =
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3. 510 < B < A es la rama negativa de una hipérbola y B = A=
a(e? —

Si —A < B <072 es la rama positiva de una hipérbola y B = — A=

A

3] 22 Ademds, para las elipses vy las

En todos los caso se tiene que la excentricidad es e =

B
=l

Los puntos a mdzxima y minima distancia del foco se obtienen cuando cos(d —0,) = £1 y los
valores de dichas distancias son, por tanto >3,

hipérbolas, se verifica que a =

:B—A 5 1 :B+A.

Tmax T'min

1.2.2. Campos centrales y newtonianos. Movimiento en campos centrales.
Potencial efectivo

El estudio del movimiento de dos particulas de masas M y m sometidas a la accién de los
campos gravitatorios creados por ambas masas es el denominado problema de los dos cuerpos.
En este curso se considerara sélo la situacién en que M >> m, en cuyo caso se puede asumir
que:

- el campo gravitatorio creado por m es despreciable respecto al creado por M 24,
- la masa M esta fija en un punto (que se toma como origen de coordenadas espaciales).

Segin se ha visto en la seccién precedente, el campo gravitatorio creado por la masa M
depende de la inversa del cuadrado de la distancia al origen y, siendo conservativo, el potencial
gravitatorio es inversamente proporcional a esa distancia. En este contexto se define:

Definicion 4 Un campo vectorial F es un campo central si es conservativo y su potencial
escalar (y, por tanto, el mddulo del campo) solo depende de la distancia r a un punto fijo
denominado centro del campo; esto es, se tiene que

—VU(r) =F(r) = F(r)u, .

En particular, un campo central se demomina mewtoniano o coulombiano si su potencial
escalar es inversamente proporcional a r y, por tanto, el campo depende inversamente de r?; es

decir, es
—VU ! =F 1 =F 1 u, .
r r2 r2

Las trayectorias % de las particulas bajo la accion de campos centrales se denominan drbitas.

2 (El caso A < —B no puede darse, ya que r no puede ser negativo).

22 Y ]a parébola serfa la cénica para la que la excentricidad es e = 1.

23 8i A > |B|, sblo existe Tmin (ya que r no puede ser negativo).

24 Equivalentemente, las fuerzas gravitatorias de M sobre m y de m sobre M son iguales y opuestas (tercera
Ley de Newton), y como M >> m, la aceleracién de M es mucho menor que la de m y se puede despreciar frente
a esta tltima.

25 Recuérdese que una trayectoria es una curva parametrizada orientada (en Fisica, por el tiempo).
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Este es, por tanto, el problema de estudiar el movimiento en campos centrales newtonianos
vy se denomina problema de Kepler.

Comenzaremos analizando el movimiento de una particula de masa m en un campo (de
fuerzas) central F, en general. Nos situaremos en el sistema de referencia en el que el centro del
campo estd en reposo. Como primer resultado se tiene:

Teorema 3 El momento angular de la particula es constante. Como consecuencia, la trayectoria
de la particula estd contenida en un plano que contiene al centro del campo.

(Dem.): Sir es el vector de posicién de la particula respecto al centro del campo, el momento
de la fuerza central que actia sobre la particula es

N=rxF=rxF(r)u, =0,

con lo que, de acuerdo con la ecuacién de la dindamica de rotacién, para el momento angular se

tiene que

d
SL=N=0;
dt 0

luego L es constante. Por otra parte, se sabe que L = m(r X v), y como el vector L es constante,
r y v han de permanecer en el plano fijo perpendicular a L que contiene el centro del campo.m

Dado que el campo es radial, el sistema es invariante por rotaciones en el plano del movi-
miento, y se pueden elegir las coordenadas cartesianas para que éste sea z = 0. Esto sugiere
hacer el cambio a coordenadas cilindricas en R? con origen en el centro del campo (esto es, a
polares en dicho plano). Dado que la fuerza esta dirigida segun la recta que une el centro del
campo con la particula, sus componentes son F, = F(r)cosf, F, = F(r)sin, F, = 0, y se
puede obviar la direccién OZ. Entonces, de la ecuacién de Newton de la dindmica (segunda Ley
de Newton) para una trayectoria r(t) = (z(t), y(t),0),

mi = F(r)cos§ , mij=F(r)sin@ ,

haciendo el cambio z(t) = r(t) cos(t), y(t) = r(t) sinf(t), derivando y combinando las ecuacio-
nes se obtiene

m(icos +jsind) = mi —mr? = F(r) ; m(—#sind+gcosd) = mro+2mid =0, (1.19)

que es la expresién de las ecuaciones dindmicas en coordenadas polares en el plano z = 0 6.

Teorema 4 FEl mddulo del momento angular, L = ||L||, y la energia mecdnica total de la particu-
la, E= K + U, son constantes del movimiento (o cantidades conservadas).

(Dem.): La conservacién del médulo del momento angular es una consecuencia del teorema
precedente. También se obtiene multiplicando por 7 la segunda ecuacién ya que

0 = mr20 + 2mrid = %(mrQQ) =— — mr? =1L (cte) . (1.20)

La energia mecénica total, es una constante del movimiento como consecuencia de que el campo
es conservativo. En efecto; el trabajo realizado por una particula al desplazarse desde un estado

26 Obsérvese que, al ser la fuerza radial, sus componentes en coordenadas polares son F = (F(r),0).
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inicial (7) a otro final (f) es W = K(f) — K (i); pero, al ser el campo de fuerzas conservativo,
F = —VU, este trabajo es

f f
W:/iCF-dlz/m—VU-dlz—(U(f)—U(z))

luego K(f)— K(i) = —(U(f) —U(3)) y, de ahi, K(f)+ U(f) = K(i) + U(i); es decir, la energia
mecanica total £ = K + U se conserva. [ |

Los valores de L y E se obtienen de las condiciones iniciales r = r,, 8 = 0,, 1 = 1,, 0 = 0,.

Proposiciéon 3 La solucion de las ecuaciones del movimiento (1.19)

T dr 2
— ]2 — R 1.21
/TO ( 72 )1/2 mt , 0=20, —i—/o mrzdt ( )

E—-U(r)—

2mr?

En el caso particular en que L = 0, la solucion es una semirrecta.

(Dem.): De la ecuacién (1.20) se tiene que § = e integrando se obtiene la solucién para

2 )
mr
0(t). Por otra parte, sustituyendo en la expresién de la energia en coordenadas polares se obtiene

1 1 : 1 2
E = 5m7’“2 + §mr292 +U(r) = §m1’"2 + 52 +U(r), (1.22)
de donde )
2 L7 \1/2
=y (B-U) - )
" m ( (r) 2mr?2
y de aqui, integrando, se llega a la solucién para r(t). [ |

Comentario 5 Si L = 0, de aqui y también directamente de (1.20), se obtiene que # es constante
y la trayectoria es una semirrecta.

Comentario 6 Llevando (1.20) a la primera de las ecuaciones (1.19) resulta

L2
donde el sumando L?/mr? se identifica con la “fuerza centrifuga” y es una fuerza ficticia que
realmente forma parte del producto “masa por aceleracion” cuando se expresa en coordenadas
polares. De esta manera, se puede tratar este problema dindmico como el de un movimiento
unidimensional con una fuerza F(r) = F(r)u, que es también conservativa, F(r) = —VU(r),
cuyo potencial es

2 2

U(r):—/<F( )+L—r>dr—U( )+2:1r2+k

y donde el segundo sumando seria la “energia potencial asociada a la fuerza centrifuga”. Se puede
tomar la constante k£ = 0 fijando convenientemente el origen del potencial. Este potencial U(r)

es pués la energia potencial asociada a la fuerza F(r) y, de (1.22) se tiene que E = §m7'“2 +U(r).

L2

Definicién 5 La funcion U(r) = U(r) + 53

se denomina potencial efectivo del campo.
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La primera de las ecuaciones (1.21) es, en general, dificil de integrar para un campo central
genérico, por lo que es muy dificil obtener analiticamente la parametrizacién de las trayectorias
en funcion del tiempo. En algunos casos es mas facil obtener las ecuaciones de las orbitas en la
forma r = r(f) integrando una ecuacién diferencial equivalente:

1
Proposicién 4 Sea la funcion u(f) = W Si L # 0, la primera de las ecuaciones dindmicas
T
(1.19) es equivalente a la ecuacion (para u(6))
d’>u m 1
— =—-u——=F[(—-) . 1.24
de? YT I (u) (1:24)

(Dem.): Usando (1.20) en la primera de las ecuaciones (1.19) se llega a la ecuacién (1.23).

Como r(t) = r(6(t)), aplicando la regla de la cadena se obtiene a_ g, con lo que

do
de _ doly_  1d_ 1f_ m,
o do\r(0))  r2d0 29 L’
Pu_ mdr,  ml,  omirt.  m
> ~ “Ldo L I* %2
donde se ha usado, de nuevo, (1.20). Utilizando, ahora, (1.23) se llega al resultado. ]

En el caso general, la ecuacion (1.24) puede ser dificil de resolver, pero ain entonces se puede
obtener informacién cualitativa sobre el movimiento analizando el potencial efectivo 27.

1.2.3. Orbitas en un campo newtoniano

K
Considérese el caso de un potencial newtoniano U(r) = —, (K # 0), que origina un campo
T

K
de fuerzas F(r) = —VU(r) = F(r) u, = — u,. Analizando el potencial efectivo asociado, que es
T
~ K L?
Ur)=—+—
() Tl

se puede hacer un estudio cualitativo del movimiento. Se tienen los siguientes casos posibles:

= Si K > 0, la fuerza es repulsiva. En este caso necesariamente E > 0, el movimiento es no
periddico y la érbita (que serd una semirrecta si L = 0) tiene un punto de retorno para r =
71 solucién de E = U: la particula se acerca al centro del campo desde r = r;, hasta r = rq
y retorna al infinito, o bien se aleja indefinidamente (con velocidad creciente), dependiendo
de si la componente radial de su velocidad inicial es 7; < 0 o 7; > 0, respectivamente.

= Si K < 0, la fuerza es atractiva (por ejemplo, en el caso del potencial gravitatorio es
K = —GMm). Hay varias posibilidades:

e Si L = 0, el movimiento es rectilineo, como ya se ha indicado en el apartado anterior,
y no ligado.
o Si E > 0, la particula cae al centro de potencial o escapa al infinito (con velocidad
decreciente), dependiendo de si la velocidad inicial, que sélo tiene componente
radial, es 7; < 0 o 7; > 0, respectivamente 28.

27 Ver, por ejemplo, [4].
28 Observar que, si E > 0, necesariamente 7; # 0.
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o Si F < 0, la particula cae siempre al centro de potencial: si 7; > 0 se aleja
hasta una distancia r; > r; y retorna hacia r = 0; mientras que si 7; < 0 cae
directamente hacia r = 0.

‘Vi(ry
K>0
To - r
K<O0L#0
- }(K?m/12)
K<0,L=0
~ L2
e Si L # 0, entonces la funcién U(r) tiene un minimo en r3 = ~ . con valor
m
- K?m ‘o .
Ul(rs) = —57z Y las caracteristicas del movimiento dependen del valor de E:

o Si E > 0, el movimiento es no ligado (no periédico) y la érbita tiene un punto de
retorno para r = rq solucién de F = U: si 7; < 0 la particula se acerca al centro
del campo desde r; > r1 hasta r = r; y retorna al infinito (con 7« > 0) 2y si

7; > 0 se aleja hacia al infinito (con 75 > 0).

o Si E = 0, el movimiento es no ligado (no periédico) y la érbita tiene un punto
de retorno para r = 35, solucién de U = 0: la particula se acerca al centro del
campo desde r; > r5 hasta 7 = 75 y retorna al infinito (con 7o, = 0) si 7, <0, o
se aleja indefinidamente (con 7o, = 0) si 7; > 0.

o SiU (r3) < E < 0, el movimiento es ligado y periédico y el valor de r varia entre
dos valores de retorno r y 74 que son soluciones de E = U.

0 SiE=10U (r3), el movimiento es periédico y la particula se mueve a distancia
constante r = r3 del centro del campo (6rbita circular), con 7 = 0, obviamente.

energia

29 Observar que si r; = r1, entonces 7; = 0.
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No obstante, en el caso de campos centrales newtonianos es posible hallar la ecuacién de las

K
orbitas (para el caso L # 0) resolviendo la ecuacién (1.24) que, como F(r) = —, es
r

Lo _Km
oz T L2

Se trata de una ecuacién diferencial lineal no homogénea de segundo orden 2° cuya solucién
general es

1 Km
w = U(G) = ACOS(Q — 90) — ?
e .. Km .
Comparando con (1.18) se ve que la érbita es una cénica, con B = 7R donde 6, determina

la orientacién de la érbita respecto a los ejes coordenados, y se puede tomar A > 0 (dado que 6,
se puede elegir arbitrariamente). El valor de la constante A queda, asimismo, determinado en
funcién de las magnitudes E'y L (esto es; de las condiciones iniciales). En efecto, los puntos de
retorno ryaz, Tmin de la trayectoria, que son los puntos de la cénica a mayor y menor distancia

del foco 3!, se obtienen cuando cos(f — 6,) = £1 y son, por tanto,
1 Km 1 Km
=—A-— =A- —, 1.25
Tmazx L? Tmin L? ( )

observandose que hay uno o dos dependiendo del tipo de cénica (por ejemplo, si K > 0 o si
K < 0 pero B < A, s6lo existe ryy,). Para las érbitas en campos centrales newtonianos, para
un valor determinado de la energia, estos puntos se obtienen cuando E = U(r); es decir,

K L2
E=—+4+ "2 (1.26)

r o 2mr?’

cuya solucion es

1 Km Km 2+2mE L _ Em_[(Km 2+2mE
Tmaw L2 L2 L2 vy L2 L2 L2’

de modo que, comparando con (1.25), se obtiene que

Km\? 2mE 2mE
a= (B e f  BE 1)

Teniendo en cuenta uno de los resultados de la proposicion 2, la excentricidad de la cénica es

A 2EL?
de modo que
1 |K|m L? L?

FORE (ecos(0 —0,) —1) = Tz =

|K|m(1—e) Tman = |K|m(1+e)

Asi pués, para L # 0, se tienen los siguientes casos:

30 Como la del oscilador arménico forzado unidimensional, con fuerza aplicada constante.
31 Estos puntos se denominan, respectivamente, afelio y perihelio, en el caso de las érbitas en torno al Sol, y
apogeo y perigeo para el caso de la Tierra.
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» K > 0 (campo repulsivo): De (1.26) resulta que E > 0 necesariamente. A partir de (1.27)
se tiene que A > |B| y como B < 0, ha de ser —A < B; luego, segun la Proposicién 2, la
6rbita es es la rama positiva de una hipérbola (con un sélo punto de retorno dado por la
segunda ecuacién (1.25).

» K <0 (campo atractivo): entonces B > 0 y:

e Si E >0, de (1.27), de (1.27) se tiene de nuevo que A > |B| y, por tanto, B < A;
luego, segin la Proposicion 2, la érbita es la rama negativa de una hipérbola, con un
sélo punto de retorno r,,;,; para la cudl

L
2F°

e Si £ =0, de (1.27) se tiene que B = A y, segun la Proposicién 2, la érbita es una
pardbola, con un sélo punto de retorno 7,,;,, y cuyo parametro es

1L
B |Km
o Si— 572 < E <0, de (1.27) se tiene que A < By, segin la Proposicién 2, la érbita

es una elipse, con dos puntos de retorno ryin ¥ Tmaz- Como 2a = Tmin + Tmaz, 10S
semiejes son

B L2 K
- = 1.2
‘AQ—BZ‘ |K|m(1—e¢2) 2E° (1:29)

L? a L
b = ayl—-e2=—— =1 = . 1.30
Kim(+e¢)  “\Km  JamlB| (1.30)

K2
e Si B =— 2L72n 32 de (1.28) se tiene que e = 0 y la drbita es una circunferencia de
radio
L2
|K[m

Con todo ello se ha probado que

Teorema 5 Las orbitas de una particula sometida a un campo central newtoniano son conicas
con el centro del campo en su foco (o en uno de ellos). En particular, si L # 0 y K > 0, son
hipérbolas; mientras que si L #0 y K < 0:

= Son hipérbolas si E > 0.

= Son pardbolas si E = 0.

K2m K2m
< E <0 y, en particular, circunferencias st E = — .
22 = hoenp 4 212

= Son elipses si —

Si L =0, las drbitas son rectas.

2

32 PI 1 E

ya que e seria negativo.
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1.2.4. Deduccién de las leyes de Kepler

Las tres leyes de Kepler son consecuencias de la teoria de la Gravitacién newtoniana y, en
particular, se deducen a partir de la Ley de la Gravitacién Universal:

Primera Ley de Kepler: Se ha visto, en el apartado anterior (teorema 5), que las érbitas de una
particula en un campo central newtoniano, son curvas cénicas y para los valores de la energia
total de la particula que originan érbitas cerradas son, en particular, elipses con uno de los focos
en el centro del campo.

Segunda Ley de Kepler: En primer lugar recuérdese que, como se ha visto en el apartado 1.2.2,
en el movimiento de una particula en un campo central se conserva el momento angular y, por
consiguiente, dicho movimiento tiene lugar en un plano. Sea entonces una particula de masa m
que recorre una érbita en dicho plano (que puede ser considerado el plano XY'). Parametrizando
esa trayectoria respecto al tiempo se tiene que r = r(¢). En un intervalo de tiempo infinitesimal
dt la particula, moviéndose con velocidad v(t) = (t), recorre un arco de curva infinitesimal
cuya longitud puede ser aproximada por el médulo del vector diferencial de longitud de arco d1
(vector tangente infinitesimal a la 6rbita en el punto) que es dl = - dt. El (diferencial de) area
barrida por el vector de posicién r(t) en el tiempo dt se aproxima entonces por la mitad del drea
del paralelogramo de lados v(t) dt y r(t), que es

dA(t) = %|r( £) x () dt| = i|r( £ x mi(t) df] = %|L(t) dt| = %L(t) dt, (131

ya que L(t) = r(t) x m1(t) es el momento angular de la particula y L(¢) denota su médulo.

&)

De este modo, el médulo de la velocidad areolar es

y como L(t) =L = L(t) = L (es constante) se concluye que V() es también constante.

Tercera Ley de Kepler: En primer lugar, de la ecuacién (1.31) se tiene que el drea barrida por
el vector de posicién r(t) entre t, =0y t es

1 t
/dA /Ltdt

luego, si el movimiento es periédico (érbita cerrada, eliptica), integrando para un periodo com-
pleto T" se obtiene que el area de la superficie (plana) limitada por la drbita eliptica es

= — =mab.
2m

luego, utilizando las relaciones (1.29) y (1.30), resulta que

m2G2M2%m 472
T=\—mg— = T?=_——4°
2|E3 GMY

1
y teniendo en cuenta que a = §(rmam + rmin) es la distancia media del centro a los puntos de la

elipse, se concluye la tercera Ley de Kepler.



N. RoMAN Rovy, Fisica. 24

Problemas y ejercicios

1.

Un objeto tiene un peso P al nivel del mar. ;Cudnto pesa en la cumbre del Everest
(h = 8850 m)? ;Y si se sube una altura igual al radio de la Tierra? Calcular a qué altura
sobre la superficie de la Tierra el peso se reduce a la mitad.

. Utilizando la Ley de la Gravitacién Universal, determinar la fuerza gravitatoria originada

por una esfera maciza homogénea de masa M y radio R en un punto a distancia r del
centro; (a)sir > R, (b)sir <R.

Repetir los calculos para el caso de una esfera hueca (es decir, para una superficie esférica).

. Suponiendo que la Tierra es una esfera homogénea, obtener la ley del movimiento de

una particula de masa m que cayera desde un punto de la superficie, en reposo, y sin
rozamiento, a lo largo de un tinel diametral que cruzara la Tierra.

. Determinar la energia potencial gravitatoria de un sistema formado por cuatro masas my,

msa, mg, my situadas en los vértices de un cuadrado de longitud de lado [. Determinar la
energia potencial que tiene una cualquiera de las particulas. ;Coinciden ambos valores?

. Un satélite artificial se dice que esta en orbita geoestacionaria si esta siempre en la vertical

de un cierto punto de la Tierra. ;A qué altura estén los satélites geoestacionarios? ;Cual
es el momento angular respecto al centro de la Tierra de un satélite geoestacionario de
500 Kg de masa? jPuede haber satélites geoestacionarios en la vertical de un punto de
Espana? (Datos: Ry = 6370 Km; g, = 9,8 m/s2)

. Una particula de masa m se mueve en una érbita circular de radio R, con velocidad V,

atraida hacia el centro de una fuerza central newtoniana. Si la velocidad de la particula se
aumenta a V' = y/av,, con a > 1, demostrar que si a > 2, la particula se aleja hasta el
infinito. Si a < 2, determinar la ecuacion de la nueva érbita en términos de R,, v, y «.

. Un pequeno satélite describe una érbita circular de radio R, alrededor de la Tierra. Se

cambia la direccién de la velocidad para que la orbita pase a ser eliptica, de tal forma que
el momento angular se reduce a la mitad pero la energia se mantiene constante. Calcular,
en funcién de R,, la distancia del satélite al centro de la Tierra en el apogeo y en el perigeo
para la nueva oOrbita.

. Considérese un planeta esférico de masa M y radio R, sin atmosfera. Desde un punto

P de su superficie se lanza un proyectil con velocidad inicial v,. Determinar cudl ha de
ser la velocidad v, para que el proyectil, siguiendo una érbita eliptica de semieje mayor
b = H > R, vuelva a tocar suelo en el punto P’ antipodal de P, después de alcanzar una
altura méxima H con respecto al suelo. Obtener la ecuacion de la trayectoria seguida por
el proyectil.

. Suponiendo que la Tierra es una esfera perfecta:

a) ;Cudl ha de ser la velocidad v de un mévil que gira a su alrededor para que siga una
orbita de radio minimo Ry y radio maximo 2Rp?

b) (Cudl es la velocidad minima (velocidad de escape) que hay que comunicar a un
cuerpo lanzado verticalmente desde la superficie de la Tierra para que se aleje inde-
finidamente y no vuelva a caer a la Tierra?

c) Si se lanza el cuerpo verticalmente hacia arriba con la velocidad calculada en el
apartado anterior. Justificar que el movimiento es rectilineo y hallar la expresion de
la distancia a la superficie en funcién del tiempo h(t).
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10.

11.

12.

15.

(Datos: Ry = 6,37010% m, My = 5,9810%* Kg, G = 6,6710~"" Nm?/Kg?. Despreciar el
efecto del rozamiento con la atmdsfera).

(Orbita de transferencia). Un satélite esta situado en una érbita circular alrededor de la
Tierra. y se desea transferirlo a otra érbita circular de radio Ro > R;. Para ello se accionan
sus motores durante un corto intervalo de tiempo, produciendo un impulso tangencial y
provocando un incremento de velocidad Awv; que que modifica la érbita, pasando a ser
eliptica. Una vez recorrida la mitad de dicha elipse, se vuelven a conectar los motores,
produciendo otro impulso tangencial que modifica la velocidad en Awvs, para que la nueva
orbita sea la circunferencia de radio Ry deseada. Determinar los parametros de la orbita
eliptica de transferencia y los valores de Avy y Awvs en funcién de Ry y Rs.

Sabiendo que la distancia entre Venus y el Sol varia entre su perihelio de 0,718 UA y
su afelio de 0,728 UA, determinar: (a) la longitud del semieje mayor de la érbita del
planeta, (b) la velocidad en el afelio, sabiendo que en el perihelio es de aproximadamente
35,24 Km/s, (c) la velocidad en los extremos del eje menor de la érbita.

(Examen 26/05/2020). La nave espacial USS Enterprise NCC-1701-D de la Flota Estelar
se acerca en misién exploratoria a un planeta, en trayectoria inercial 33 hiperbélica, de
manera que cuando alcanza el punto de maxima aproximacién a distancia R del centro del
planeta (perigeo) se estd moviendo con velocidad v (maxima).

(a) Determinar la energia E' y el momento angular total L del Enterprise, y el parametro
a y la excentricidad e en esta érbita hiperbdlica.

En el perigeo, el capitan Jean—Luc Picard ordena reducir la velocidad en un valor Av para
que la nave describa una nueva 6rbita. Determinar Av para que la érbita sea:

(b) Una pardbola. Obtener los valores de E, L y la velocidad maxima v, asi como el
parametro a y la excentricidad e de la érbita parabdlica.

(c¢) Una circunferencia de radio R. Obtener E, L, la velocidad v, y el periodo T en esta
orbita.

(d) Una elipse de perigeo Ry apogeo 2R. Obtener E, L, las velocidades maxima v,z ¥
minima v,,;,; los semiejess a, b, la excentricidad e y el periodo 7" en esta érbita.

(Dar resultados en funcion de G, R, v, M (masa del planeta) y m (masa del Enterprise)).

(Examen 16/07/2020) Una particula de masa m es atraida por una fuerza inversamente
proporcional al cuadrado de su distancia a un punto fijo O y se mueve describiendo una

elipse de ecuacion
100

r=—F——".
1+§c050

33 Es decir, con los motores apagados, sometida inicamente a la gravedad del planeta.
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1.

15.

16.

a) Si en el punto mds alejado de su trayectoria, P, la velocidad de la particula es vy, =
1, determinar la constante K del campo.

b) Si en el punto mds alejado de su trayectoria, P, la velocidad de la particula se duplica,
determinar la ecuacion de la nueva orbita. ;De qué tipo de orbita se trata?
c) sA qué valor debe cambiar la velocidad en P para que la drbita sea una circunferencia?

Discutir cudl es el rango de valores que puede tomar la velocidad en P para que la
orbita sea una elipse cuyo punto a minima distancia de O sea P.

r

k
En el problema de Kepler con una fuerza central del tipo F = —k— =——u,, se define el
r r

r
vector de Laplace—Runge—Lenz como A = p x L—mk—. Demostrar que este vector es una

magnitud conservada, que su maodulo vale mke, donde e es la excentricidad de la orbita y
que su sentido va desde el centro del campo hacia el perihelio.

Se considera una fuerza central de tipo Hooke, F = —kr.

a) Dibujar la energia potencial efectiva en funcion de r, observar que b < r < a y
calcular a y b.

b) Obtener las trayectorias a partir de las ecuaciones de movimiento, en coordenadas
cartesianas x1,xs en el plano de la orbita y comprobar que son elipses de semiejes a
y b, con centro en el origen.

1
c) Comprobar que la forma cuadrdtica Q;; = i(mxzajj +kx;xj) es una constante del mo-

vimiento, calcular su determinante y su traza y demostrar que las direcciones propias
son las de los semiejes de la elipse.

(Examen 08/06/2020). La interaccién de Yukawa es un modelo propuesto en 1935 por el
fisico japonés Hideki Yukawa (1907-1985), que describe la fuerza nuclear entre las particu-
las del niicleo atomico (nucleones). Es un campo central cuyo potencial efectivo es

Ke " n C
r r2’

donde K,C,a son constantes positivas, y cuya representacion es la de la figura. Discutir

cualitativamente como es el movimiento de una particula sometida a un potencial de éste

tipo, sequn sean su energia total E y las condiciones iniciales de su movimiento.
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Capitulo 2

Electromagnetismo

Introduccién

Este capitulo estd dedicado a realizar una presentacién de los fundamentos de la teoria cldsica
(de Maxwell) del campo electromagnético y sus principales consecuencias fenomenolégicas. En
este curso solo se considerara la teoria electromagnética en el vacio; es decir, fuera de los medios
materiales. El electromagnetismo en medios materiales tiene sus propias peculiaridades que estan
fuera del nivel de este curso introductorio (ver [2]).

Tras una breve introduccién en la que se repasan los antecedentes experimentales sobre los
campos eléctricos y magnéticos, se establecen los fundamentos del Electromagnetismo por medio
de las ecuaciones de Maxwell expresadas en la forma diferencial clasica que, junto con la ecuacion
de la fuerza de Lorentz, dan cuenta de todas las leyes y fendmenos electromagnéticos clésicos. De
la estructura de estas ecuaciones se deriva la existencia de los potenciales electromagnéticos. El
siguiente paso es obtener la forma integral de las ecuaciones de Maxwell, que permiten recuperar
las leyes fundamentales del electromagnetismo. La ecuacion de las ondas electromagnéticas se
obtiene también de forma inmediata a partir de las ecuaciones de Maxwell. Finalmente, se des-
criben algunos de los principales fenémenos y propiedades del electromagnetismo; en particular,
los relativos a la conservacion de la carga, la transmisin de energia, la emisiéon de radiaciéon por
cargas aceleradas y otros.

2.1. Teoria de Maxwell del campo electromagnético

Las Ecuaciones de Maxwell son un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (e.d.p’s)
postuladas por el fisico inglés James Clerk Mazwell (1831-1879) entre 1862 y 1863 que, junto con
la ecuacion de la fuerza, debida al fisico holandés Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), permiten
describir todos los fendmenos del electromagnetismo clasico. Estas ecuaciones sintetizan toda una
serie de leyes previamente establecidas por Charles Augustin Coulomb (fisico inglés, 1736-1806),
Karl Fiedrich Gauss (matemdtico alemén, 1777-1851), André Marie Ampére (fisico francés,
1775-1836), Michael Faraday (fisico inglés, 1791-1867), Joseph Henry (fisico estadounidense
1797-1878) y otros.

28
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2.1.1. Antecedentes y motivaciones histéricas

La Mecéanica clasica explica los fendmenos fisicos que tienen que ver, por una parte, con
magnitudes cinemadticas, como son el espacio y el tiempo, y por otra con caracteristicas de la
materia relacionadas con la magnitud dinamica que hemos denominado masa. La Teoria electro-
magnética estudia otra clase de fenémenos completamente diferentes que atanen, esencialmente,
a otra magnitud: la carga eleéctrica, de la cudl, como es bien sabido, hay de dos tipos, negativas
y positivas.

Inicialmente se distinguieron dos tipos de fenémenos:

- Los que tenfan que ver con las distribuciones de cargas eléctricas estaticas y su interaccion,
y que dieron lugar al concepto de campo eléctrico. De aqui surgieron las leyes experimentales
de Coulomb o de Gauss (de la electrostética).

- Los de tipo magnético que, en un principio, se creia que eran independientes de los de origen
eléctrico, pero que pronto se comprendié que estaban relacionados con aquellos y, concretamente,
con cargas eléctricas en movimiento o corrientes eléctricas. Estos dieron origen al concepto de
campo magnético, elaborandose entonces la leyes de la electrocinética y el magnetismo: leyes de
Gauss (del magnetismo), de Faraday, Lenz y Henry y de Ampére y Maxwell.

En analogia con el campo gravitatorio (generado por masas y que actia sobre masas); el
campo eléctrico esta generado por cargas eléctricas y actiia sobre cargas eléctricas. Por su parte,
aunque, como se acaba de comentar, originalmente se asocié la denominada fuerza magnética a
ciertas propiedades que tenian algunos materiales (“magnetizacién”, fuerzas entre imanes, ...),
con posterioridad se comprendié que éstas no eran mas que un efecto residual de las fuerzas pro-
ducidas por cargas en movimiento !. De ese modo, el campo magnético esta, por tanto, generado
por las corrientes eléctricas (cargas en movimiento) y actia sobre esas mismas corrientes.

Los enunciados de estas leyes y los fendmenos que describen son los siguientes:

Ley de Coulomb (1785): Dos cargas eléctricas (puntuales) se ejercen una fuerza mutua
en la direccién de la recta que los une, cuyo valor es directamente proporcional al producto de
las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de separaciéon entre ambas
cargas. Dicha fuerza es repulsiva, si ambas cargas tienen el mismo signo (ambas positivas o
ambas negativas), y atractiva, si son de signos opuestos.

Es decir, si las cargas son q1 y q2, esta fuerza es

qig2 r
r2 r

F=K

; (2.1)

donde r es el vector de posicién de una carga respecto a la otra, r es su médulo, por tanto
r . . . ., .. .
u, = — es un vector unitario en la direcciéon de r, y K es una constante positiva que recibe el

r
nombre de constante de Coulomb, cuyo valor es K = 8,987552 - 1072 Nm?2/C2.

Utilizando esta ley, el fisico estadounidense Robert Andrews Millikan (1868-1953) consigui6
medir por primera vez la carga fundamental (del electrén), en 1909, cuyo valor es e = —1, 602177
1071 C.

Ley de Gauss (de la electrostatica, 1835): El flujo del campo eléctrico a través de una

! Esto es asi porque en el interior de estos materiales “imantados” se producen corrientes microscépicas que
originan campos magnéticos macroscopicos cuyas lineas de campo son cerradas y salen del material y vuelven a
entrar en él, de manera que los puntos de entrada y de salido forman los dos polos del imén.
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superficie cerrada es proporcional a la cantidad de carga encerrada por la superficie,

/SE-dsch.

El significado de esta ley es que los campos eléctricos estan generados por las cargas eléctricas;
es decir, que las cargas son las “fuentes” y los “sumideros” del campo. Por convenio se asume
que las lineas de corriente del campo eléctrico (es decir, sus curvas integrales) se originan en las

cargas positivas y confluyen en las negativas 2.

Ley de Gauss (del magnetismo, 1835): el flujo del campo magnético a través de cualquier
superficie cerrada es nulo,
/ B-ds=0.
S

Andlogamente, esta ley significa que no existen ‘cargas magnéticas’ y que, por tanto, las
lineas de corriente del campo magnético son cerradas.

Los siguientes enunciados hacen referencia a circuitos eléctricos. Desde el punto de vista
matematico, un circuito eléctrico es cualquier material conductor cuya forma es la de una curva
cerrada regular (a trozos) C. Entonces:

Ley de Faraday-Henry (1831): La tension eléctrica (o fuerza electromotriz ) inducida en
un circuito eléctrico cerrado por un campo magnético es directamente proporcional a la rapidez
con que cambia en el tiempo el flujo magnético que atraviesa una superficie cualquiera que tenga

el circuito como borde,
?{E-dloci/Bwis
c dt Js

Esencialmente esta ley, que fué propuesta independientemente por Michael Faradayy Joseph
Henry, expresa que la variaciéon de un campo magnético en el tiempo provoca movimiento de
cargas en un circuito conductor eléctrico; esto es, corriente eléctrica. En ella se basa la practica
totalidad de la tecnologia eléctrica. Con posterioridad, el fisico aleman Heinrich Friedrich Emil
Lenz (1804-1865) completaria esta ley, anadiendo la siguiente precision:

Ley de Lenz: Las tensiones eléctricas inducidas por un campo magnético en un circuito
cerrado tienen un sentido tal que se opone a la variacién del flujo del campo magnético que las

produce 4,
fE-dl:—i/B-ds
c dt Js

Matematicamente se traduce en la introduccién de un signo negativo y la igualdad en la ley
de Faraday-Henry.

Ley de Ampeére (1826): Una corriente eléctrica induce un campo magnético cuya circulacién
en un circuito cerrado es proporcional al flujo de (la densidad superficial de) dicha corriente a
través de cualquier superficie contorneada por el circuito,

?{B'dloc/j-ds
C S

2 Fisicamente, las lineas de corriente del campo son las trayectorias que siguen las particulas cargadas sometidas
a dicho campo. Teniendo en cuenta la ley de Coulomb, con este convenio se estd asumiendo que estas cargas ‘de
prueba’ son positivas.

3 Este concepto se define més precisamente como la circulacién del campo eléctrico, como se establecerd més
adelante.

4 Esta ley es realmente una consecuencia de la ley de conservacién de la energfa.
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(El campo magnético es un campo angular con forma circular, cuyas lineas de corriente encierran
la corriente y la intensidad del campo magnético disminuye inversamente con la distancia al
circuito).

En esta ley, Ampére expresé matematicamente, en foma mas rigurosa y detallada, el resultado
de los experimentos del fisico danés Hans Christian Oersted (1777-1851), realizados en 1820. Su
significado fisico es que las corrientes eléctricas en un circuito originan campos magnéticos a su
alrededor y que, por tanto, dichas corrientes son las fuentes de los campos magnéticos.

Esta ley fué inicialmente establecida por Ampére para corrientes eléctricas y campos magnéti-
cos estdticos (que no varfan en el tiempo). Posteriormente, Mazwell la generalizd, en sus ecua-
ciones, para campos que varian en el tiempo:

Ley de Maxwell: Un campo eléctrico no estacionario origina en un circuito conductor
cerrado una corriente eléctrica (denominada corriente de desplazamiento) que, a su vez, es la
responsable de un campo magnético cuya circulaciéon es proporcional al ritmo de variacién del
flujo del campo eléctrico a través de cualquier superficie que tenga el circuito como borde,

j{B-dlocd/E-ds
c dt Js

Esto quiere decir que un campo eléctrico variable produce un campo magnético y , por tanto,
los campos eléctricos no estacionarios también son fuentes del campo magnético. Estas dos leyes
serian, pués, las reciprocas de la ley de Faraday-Henry-Lenz.

2.1.2. Ecuaciones de Maxwell en el vacio (forma diferencial)

Todas las leyes anteriores (junto con otras) fueron el resultado de muchos anos de obser-
vaciones y experimentos. Sin embargo, no fué hasta finales del siglo XIX en que James Clerk
Mazwell consigud reunirlas en un conjunto de ecuaciones que, de ese modo, unificaban en un
tinico marco tedrico todo ese conjunto de fenémenos electricos y magnéticos.

Estas ecuaciones son las andlogas a las ecuaciones del campo gravitatorio en la teoria de la
gravitacion newtoniana. Son las siguientes:

(ECUACIONES DE MAXWELL DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO): Una distribucién de carga
eléctrica de densidad p = p(t,x) y una distribucién de corriente eléctrica de densidad superficial
j = j(t,x) originan sendos campos eléctrico E = E(t,x) y magnético B = B(¢,x) que estdan
determinados por las siguientes ecuaciones °

vVE =2 (2.2)
€o
V-B = 0 (2.3)
0B
E = —— 24
V x 5 (2.4)
OE
VXxB = poj+ poo (2.5)

ot
que se denominan ecuaciones de Maxwell en el vacio o, también, ecuaciones de Maxwell mi-
croscépicas 9 (expresadas en forma diferencial).

5 Las dos primeras ecuaciones son las ecuaciones de las divergencias; mientras que las otras dos son las
ecuaciones de los rotacionales. En estas ecuaciones los operadores diferenciales actdan en R®, derivando sélo
respecto a las variables de posicién.

5 En contraposicién a las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, o ecuaciones de Maxwell macroscdpicas.
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En estas expresiones los simbolos tienen el siguiente significado:

» E es el campo eléctrico (unidades SI: N/C = V/m 7).
» B es el campo magnético o induccién magnética (unidades SI: T = Vs/m? = Wb/m? ).

= p es la densidad de carga eléctrica (unidades SI: C'/m?). Es decir, si Q es la carga total de
una distribucién de carga en una regién V C R3, se tiene que Q = [ pdV.
v
dQ

» j es la densidad de corriente eléctrica (unidades SI: A/m?). Es decir, si [ = o o la

intensidad de la corriente eléctrica en una superficie S C R3, se tiene que I = / j- ds.
S

= ¢, es la constante eléctrica o permitividad del vacio (valor SI: 8, 854187817620-10~12 C2/Nm?
o F/m?).

= /1, es la constante magnética o permeabilidad del vacio (valor SI: 1,2566370614-10~6 T'm /A
o=H/m 1o N/A?).

" c= es la velocidad de la luz en el vacio (valor SI: 2,99792458 - 108 m/s).

Ho€o

2.1.3. Ecuacién de la fuerza de Lorentz. Ecuacién de las trayectorias

Para completar la teoria, a las ecuaciones de campo hay que anadir la que explicita cémo los
campos eléctricos y magnéticos actiian sobre las particulas cargadas que se mueve en el seno de
dichos campos; esto es, cudl es la fuerza que estos campos ejercen sobre tales particulas.

Si una particula de masa m y carga eléctrica ¢ se mueve con cierta velocidad v en el seno de
un campo electromagnético, esta sometida a la accién de dicho campo pero, a su vez, interacciona
con el mismo, debido al campo electromagnético que crea la propia particula. No obstante, si se
asume que la carga ¢ y su velocidad v son pequeias, esta iltima interaccion es despreciable y
se puede suponer que el campo electromagnético no depende ni de la posicion ni de la velocidad
de la carga. En estas circunstancias, la fuerza que los campos eléctrico E y magnético B ejercen
sobre la particula estd dada por

F=¢g(E+vxB), (2.6)

que se denomina ecuacion de la fuerza de Lorentz.

Obsérvese que la fuerza producida por el campo eléctrico tiene la misma direccién que éste,
mientras que la del campo magnético es perpendicular al campo y a la velocidad.

De aqui, utilizando la Segunda Ley de Newton, se obtiene la ecuaciéon dindmica de las tra-
yectorias de una particula sometida a la accién de estos campos,

Cfl—IZ:mj'c:q(E—f—)'(xB), (2.7)
" La definicién de las unidades de todas estas magnitudes se recopilan en el apéndice 2.5.
8 Wb = T'm? se denomina weber en honor al fisico aleman Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) y es la unidad
de flujo magnético.
9 F = C/Nm se denomina faraday o faradio, en honor a Michael Faraday.
10 H = Tm?/A se denomina henry o henrio, en honor a Joseph Henry.
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2.1.4. Potenciales electromagnéticos

Existen otras maneras alternativas de expresar las ecuaciones de Maxwell. Se basan en la
introduccion los denominados potenciales electromagnéticos y permiten dar una expresion mas
compacta de las ecuaciones. Estos potenciales aparecen de manera natural a partir de las ecuacio-
nes de Maxwell, como consecuencia de las propiedades analiticas que dichas ecuaciones confieren
a los campos eléctrico y magnético. Asi se tiene que:

» La ecuacién de la divergencia para el campo magnético (2.3), V - B = 0, es una ecuacién
homogénea y, al considerar inicamente regiones estrelladas en R?, expresa que dicho campo
B es solenoidal y, por tanto, existe un potencial vectorial que lo origina, A = (A!, A%, A3);
es decir,

B=VxA. (2.8)
e ., . L 0B
» Utilizando (2.8) en la ecuacién del rotacional del campo eléctrico (2.4), V x E+ — =0,

ot

se obtiene una nueva ecuacién homogénea

0A

0A
que expresa el hecho de que el campo E + — es irrotacional y, al considerar tinicamente

ot
regiones simplemente conexas en R?, es conservativo y, por tanto, deriva de algtin potencial
escalar ® 9A
E+—=-Vo. 2.9
5 (2.9)

(Obsérvese que el campo eléctrico no es conservativo, a menos que los campos magnéticos
en presencia sean estacionarios o nulos).

Asi pues, se tiene que:

Teorema 6 Las ecuaciones de Mazwell (2.3) y (2.4), en funcion de los potenciales electro-
magnéticos, se expresan en forma equivalente como

B=VxA ; E+%—‘z‘:—v¢ : (2.10)

y reciben el nombre de primer par de las ecuaciones de Maxwell 1.

Definiciéon 6 Los potenciales ® y A se denominan potenciales electromagnéticos; en par-
ticular, ® es el potencial escalar y A es el potencial vectorial del campo electromagnético.

Con todo ello se tiene:

Teorema 7 Las ecuaciones de Mazwell (2.2) y (2.5), en funcion de los potenciales electro-

magnéticos, se expresan de forma equivalente como 2
0 P
Vo4 —(V-A) = —= 2.11
at( ) €o ( )
9?A 0P
2 .
VoA — i€, -V V- A o€o = —Hodl - 2.12

' Son simplemente las definiciones de los potenciales electromagnéticos.
12 Qe utilizan las notaciones habituales para la laplaciana de un campo escalar V?F = V- (V F) (divergencia del
gradiente), y de un campo vectorial V2F (cuyas componentes son las laplacianas de las funciones componentes).
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Estas son el segundo par de las ecuaciones de Maxwell 13.

(Dem.): La ecuacién (2.11) se obtiene directamente a partir de (2.2), usando (2.9).

La ecuacion (2.12) se obtiene directamente a partir de (2.5), usando (2.8) y la relacién entre
operadores diferenciales
Vx(VxF)=V(V-F)-V?F. (2.13)

2.1.5. Invariancia “gauge” o “de contraste”. Gauge de Lorenz

Una propiedad muy importante de la teoria del electromagnetismo, que proviene de la estruc-
tura de las propias ecuaciones de Maxwell, tiene que ver con los potenciales electromagnéticos.
En efecto, de la propia definicién del potencial vectorial A (ecuacién (2.8)), se observa que este
potencial no es tdnico, ya que, como es bien sabido, cualquier otro campo vectorial que difiera
de uno dado en el gradiente de cualquier campo escalar 4, esto es

A=A+Vyp, (2.14)

es también potencial vectorial del mismo campo solenoidal. Del mismo modo, la ecuacién (2.9)

pone de manifiesto que el potencial escalar ® tampoco es Unico, ya que arrastra la ambiguedad

de A y, ademds, cualquier otro campo escalar que difiera de un potencial dado en una funcién

constante también es un potencial escalar. En concreto, si ¢ es la funcion arbitraria previamente

introducida, teniendo en cuenta la relacién (2.9), la ambiguedad en la eleccién de ® es
~ 8@

d=0+

- (2.15)

Asi pués, estos cambios de potencial no alteran los campos eléctrico E y magnético B y, por
consiguiente, las ecuaciones de Maxwell (2.10), (2.11) y (2.12) son invariantes por las transfor-
maciones (2.14) y (2.15).

Definicion 7 La libertad de eleccion de los potenciales electromagnéticos se denomina libertad
gauge o de contraste del campo electromagnético. Las transformaciones (2.14) y (2.15) se
denominan transformaciones de gauge o de contraste de la teoria.

Comentario 7 Es importante reseniar que las magnitudes fisicamente relevantes (“medibles”)
son los campos eléctrico y magnético, y no los potenciales electromagnéticos. Por eso, desde el
punto de vista fisico, la libertad gauge es irrelevante.

La libertad gauge que existe en la eleccion de los potenciales electromagnéticos permite hacer
una eleccion de los mismos que simplifique la expresion de estas ecuaciones. La mas simple de
estas elecciones es tomar, por ejemplo, V- A = 0, que se denomina fijacion del gauge de Coulomb
o, simplemente, gauge de Coulomb. Sin embargo, una condicién mas general y fisicamente mas
interesante es la siguiente:

13 Son las ecuaciones equivalentes a la ecuacién de Poisson del campo gravitatorio.
4 De clase C2.
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Proposicion 5 Los potenciales electromagnéticos se pueden elegir de tal manera que

0P
uOEOE—FV-A:O , (2.16)

condicion que recibe el nombre de fijacién del gauge de Lorenz o simplemente gauge de Lorenz
15 Entonces el sequndo par de las ecuaciones de Mazwell se expresan como
0?P 0%A

P .
MOGOW —V?® = - ; Moeow ~V2A = loj - (2.17)

(Dem.): La condicién (2.16) es un sistema de EDP’s con una amplia familia de soluciones.
Entonces (2.17) es inmediato. ]

Observar que (2.17) es un sistema de EDP’s desacoplado (en cada una de las cuatro ecua-
ciones aparece sélo una de las funciones incégnita ®, Ay, Ag, As).

Comentario 8 Es habitual introducir el llamado operador de D’Alembert o dalambertiano,

1 92

= - —— — V?, donde ¢ = ——; con lo que las ecuaciones (2.17) se escriben como
c2 Ot2 ’ Vo€o
0e=" . DA=pj
€o

2.2. Ecuaciones de Maxwell en forma integral: Leyes fundamen-
tales del electromagnetismo

Para poder interpretar el significado fisico de las ecuaciones de Maxwell es conveniente ex-
presarlas en forma integral. Ello permite, ademas, recuperar las leyes fundamentales del elec-
tromagnetismo a partir de las ecuaciones de Maxwell. Para ello se utilizan los teoremas clasicos
del Andlisis Vectorial: del rotacional o de Stokes y de la divergencia o de Gauss-Ostrogradskii.

2.2.1. Ley de Gauss de la electrostatica. Ley de Coulomb

Asi, para el primer par de ecuaciones de Maxwell se tiene:

Teorema 8 (Ley de Gauss de la electrostética): Si V C R? es una regién compacta en la que
hay una distribucion de carga eléctrica de densidad p (y carga total Q) y cuyo borde S = OV es
una superficie reqular (a trozos), entonces la primera ecuacion de Mazwell (2.2) es equivalente
a
/E-ds:g, (2.18)
S

€o

Es decir, el flujo del campo eléctrico que atraviesa cualquier superficie cerrada es proporcional
a la carga eléctrica total encerrada por dicha superficie.

(Dem.): Partiendo de la ecuacién (2.2), se toma una superficie regular (a trozos) cualquiera
que encierra un volumen V que contenga la distribucién de carga de densidad p. Integrando

5 En honor al fisico danés Ludvig Lorenz (1829-1891).



N. RoMAN Rovy, Fisica. 36

ambos miembros de la ecuacién en V', el miembro de la derecha permite obtener la carga total
Q) presente,

/ Pagv==% (2.19)
v € €o

mientras que en el de la izquierda, la utilizacion del teorema de la divergencia de Gauss-
Ostrogradskii da como resultado el flujo del campo eléctrico o flujo electrostatico que atraviesa

la superficie S5,
/V-EdV:/E-ds,
\4 S

e igualando ambas expresiones se obtiene el resultado.

Reciprocamente, partiendo de la ecuacién (2.18), utilizando de nuevo el teorema de Gauss-
Ostrogradskii y teniendo en cuenta que la igualdad vale para cualquier superficie cerrada S (y,
por tanto, para cualquier regiéon V') que contenga la distribuciéon de carga, se recupera la primera
ecuacién de Maxwell en forma diferencial. [ |

El flujo del campo eléctrico, / E - ds es una medida de la “cantidad de lineas de corriente

S
del campo electrico” que atraviesan la superficie (por analogia con el “flujo” en mecanica de
fluidos). La ecuacién (2.18) significa que las cargas eléctricas originan a campos eléctricos 1°.

Como en el caso de la gravitacién, se puede considerar ahora el caso particular de una
distribucién de carga estdtica y esféricamente simétrica, de densidad p (de signo constante),
radio R y carga total Q. En ambos casos, si en la ecuacién de la ley de Gauss (2.18) se toma una
regién esférica V', de radio r, que contenga la distribucién de carga (r > R) y sea concéntrica
con ella, teniendo en cuenta la simetria esférica del problema, resulta que el campo eléctrico

es E(r) = E(r)u,, donde E(r) = ||E(r)|| y u, = ¥ es el vector unitario radial. Entonces en el
r

miembro de la izquierda de la ecuacién (2.18) se obtiene que

/SE-ds:/SE(r)ur-urds:/SE(r)dS:E(r)élﬂrQ,

de donde se llega a que

1 Q

dme, 72

1o,

dme, r2

E(r) = — E(r)= (2.20)

Finalmente, si se sitiia una carga puntual ¢ en reposo en un punto a distancia r del centro; al
no haber campo magnético, de la ecuacién de la fuerza de Lorentz (2.6) se obtiene

Qq

F=Eq=K—u,, (2.21)

donde K = es la constante de Coulomb.

T€Eo

Comentario 9 Las ecuaciones (2.20) y (2.21) corresponden también al campo y fuerza elec-
trostatica creados por una particula puntual con carga (). De este modo se ha probado que el
campo y la fuerza electrostatica generados por una distribucién esférica, estdtica y uniforme
de carga es la misma que crearia una particula puntual situada en el centro de la esfera y que
tuviera la misma carga total.

16 Por convenio, se toman positivas las cargas de donde “sale” el campo (las “fuentes”), y negativas las cargas
donde “entran las lineas de campo (“sumideros”).
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De este modo se ha obtenido que:

Proposicion 6 Para distribuciones estdticas de cargas eléctricas, la ley de Coulomb es una
consecuencia de la ley de Gauss del campo eléctrico (2.18) (o, equivalentemente, de la primera
ecuacion de Mazwell (2.2)) y de la ecuacion de la fuerza de Lorentz (2.6).

Comentario 10 Obsérvese que en este caso en que no hay campos magnéticos ni cargas en
movimiento (es, por tanto, un problema de electrostética), de acuerdo con (2.9), el campo
eléctrico es conservativo y un potencial escalar es (salvo constantes aditivas)

Q

d=K—.
T

Como consecuencia, la fuerza eléctrica (2.21) es también conservativa y un potencial escalar es
(salvo constantes aditivas)

Ue=Kq—;
r

que es la energia potencial electrostatica de la particula de carga ¢ en el campo eléctrico E.

2.2.2. Ley de Gauss del magnetismo

Teorema 9 (Ley de Gauss del magnetismo): Si V C R3 es una region compacta en la que hay
un campo magnético B, y cuyo borde S = OV es una superficie reqular (a trozos), entonces la
sequnda ecuacion de Mazwell (2.3) es equivalente a

/B-ds:O. (2.22)
S

Es decir, el flujo del campo magnético que atraviesa cualquier superficie cerrada es nulo.

(Dem.): La demostracién es totalmente andloga a la del Teor. 8. [ ]

Este resultado expresa que no hay ni ”fuentes”ni ”sumideros”del campo magnético en nin-
guna region cerrada del espacio o, lo que es lo mismo, que no existen “cargas magnéticas”, esto
es, monopolos magnéticos.

2.2.3. Ley de Faraday-Henry-Lenz

Teorema 10 (Ley de Faraday-Henry-Lenz): Si S es una superficie estacionaria reqular (a tro-
zos) cuyo contorno C' = 0S es una curva simple reqular (a trozos) y B es un campo magnético
variable en el tiempo entonces la tercera ecuacion de Mazwell (2.4) es equivalente a

j{E.dlz—ﬁ/B.ds . (2.23)
c dt Jg

Es decir, la circulacion del campo eléctrico inducido por un campo magnético (no estacionario) a
lo largo de cualquier circuito cerrado es proporcional a la variacion del flujo del campo magnético
que atraviesa cualquier superficie bordeada por el circuito.
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(Dem.): Si la superficie S es estacionaria, la variacién del flujo del campo magnético B que
atraviesa la superficie S es

d 0B

0
E SBdS—/Sa(BdS)— Sa'ds.

Utilizando ahora la tercera ecuacién de Maxwell (2.4) y el teorema de Stokes del rotacional se

llega a que
—i/Bwls:/(VxE)-ds:wall.
dt Js s c

Reciprocamente, partiendo de la ecuacién (2.23), que es vélida para cualquier superficie S
de esas caracteristicas analiticas, invirtiendo el razonamiento se recupera la ecuacién (2.4). m

Definicion 8 La circulacion de un campo eléctrico E a lo largo de un circuito eléctrico C' se
denomina fuerza electromotriz generada por el campo:

52%E-dl
c

La interpretacién de esta ley es que toda variacién de un campo magnético origina un campo
eléctrico y, si hay cargas libres (por ejemplo, en un circuito), dicho campo eléctrico provoca
desplazamiento de estas cargas y se produce una corriente eléctrica (una fuerza electromotriz)
en el circuito. El signo negativo indica que el sentido de la corriente inducida es tal que el flujo
del campo eléctrico se opone a la causa que lo produce, compensando asi la variacion de flujo
magnético (Ley de Lenz). Esta ecuacion relaciona, pues, los campos eléctrico y magnético, y
tiene como aplicaciones practicas los motores y generadores eléctricos, entre otras.

Obsérvese que la primera y tercera ecuaciones de Maxwell (leyes de Gauss de la electrostéti-
ca y de Faraday-Henry-Lenz) expresan que los campos eléctricos tienen su origen, bien en la
presencia de cargas eléctricas, o bien en la existencia de campos magnéticos no estacionarios.

Obsérvese que como consecuencia de la ley de Faraday-Henry-Lenz se tiene que, en presencia
de campos magnéticos variables, el campo eléctrico no es irrotacional.

Comentario 11 La tercera ecuacién de Maxwell expresada en forma integral, (2.23), se puede
aplicar también al caso en que la superficie S no sea estacionaria; esto es, varie su forma con el
tiempo.

2.2.4. Ley de Ampere-Maxwell

Teorema 11 (Ley de Ampere-Maxwell): Si S es una superficie reqular (a trozos) cuyo contorno
C = 0S5 es una curva simple reqular (a trozos), j es una densidad superficial de corriente eléctrica
y E es un campo eléctrico variable en el tiempo, entonces la cuarta ecuacion de Mazwell (2.5)

es equivalente a
d
j{B-dl:,uO/j-ds—F,uoeo—/E-ds . (2.24)
c s dt Js

Es decir, la circulacion a lo largo de un circuito (cerrado) del campo magnético inducido por una
corriente eléctrica y/o un campo eléctrico no estacionario es proporcional al flujo de la densidad
de corriente y a la variacion del flujo del campo magnético a través de cualquier superficie
bordeada por el circuito.
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(Dem.): El flujo de corriente que atraviesa la superficie S es / j - ds. Por otra parte, si la

S
superficie S es estacionaria, la variacion del flujo del campo E que atraviesa la superficie S es

d 0 OE
2l Eds= | Z(E-ds)= | == .as.
i /s ds /S T (E - ds) /S 5 ds

Utilizando ahora la cuarta ecuacién de Maxwell en su forma (2.5) y el teorema de Stokes del
rotacional se llega a que

d E
uo/j-ds—l—uoeo—/E-ds:/<,uoj+,uoeoa—>-ds:/(VxB)-ds:]{B-dl.
S dt Js S ot S c

Reciprocamente, partiendo de la ecuacién (2.24), que es vélida para cualquier superficie S
de esas caracteristicas analiticas, invirtiendo el razonamiento se recupera la ecuacién (2.5). m

La interpretacion de esta ley es que todo campo magnético es originado, o bien por una
corriente eléctrica (Ley de Ampére), o bien por un campo eléctrico no estacionario (Ley de
Maxwell).

OE . ,
Definicion 9 La magnitud N se denomina corriente de desplazamiento generada por el

campo E.

Comentario 12 La cuarta ecuacién de Maxwell expresada en forma integral, (2.24), se puede
aplicar también al caso en que la superficie S no sea estacionaria.

2.3. Ondas electromagnéticas

2.3.1. Ecuacion de las ondas electromagnéticas

La existencia de ondas electromagnéticas que se propagan en el vacio a la velocidad de la
luz ¢, sin presencia de cargas y corrientes, es una de la mas importantes consecuencias de las
ecuaciones de Maxwell.

Teniendo en cuenta los desarrollos de las secciones precedentes, hay dos maneras de llegar
a este resultado. La primera es considerando las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial
clasica, cuando no hay cargas ni corrientes eléctricas; es decir:

V-E=0, VxE = —%—B
by (2.25)
v-B = 0 , VxB = MOGOE

Tomando las ecuaciones de Maxwell de los rotacionales, si se calcula el rotacional en ambos
miembros se obtiene

d °E

V x (VXE) = —&(VXB):—MOEOW
0 0°B
V x (V X B) = Moﬁoa(v X E) = —MOEOW
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Utilizando la relacién entre operadores diferenciales (2.13) y teniendo en cuenta las ecuaciones
de las divergencias, se llega a

1 0’E 1 9°B
2 _VE=0 : —Z_—_V?B=0 2.26
c? ot? T o2 ’ (2:26)
donde se ha hecho ¢ = . Las ecuaciones (2.26) son las ecuaciones de las ondas electro-
Ho€o

magnéticas en ausencia de cargas y corrientes en el vacio.

Estas son sendas ecuaciones de ondas para los campos eléctrico E y magnético B que se
satisfacen simultdneamente. Obsérvese que cada una de estas ecuaciones vectoriales descompone
en tres ecuaciones escalares de ondas: una para cada una de las componentes del campo eléctrico
y del magnético.

Estas ecuaciones se pueden expresar alternativamente en funcién de los potenciales electro-
magnéticos y se tiene que:

Proposicion 7 Utilizando los potenciales electromagnéticos ® y A fijados por el gauge de Lo-
renz, las ecuaciones de las ondas electromagnéticas en el vacio (2.26) se expresan como

1 0%°0 1 0°A
O¢=———-V&=0 ; DA=——--V*A=0.
2 Ot? v 0 2 Ot? v 0
También reciben el nombre de ecuaciones de Maxwell homogéneas.
(Dem.): Se obtienen directamente de las ecuaciones (2.17) haciendo p =0, j = 0. ]

Al tratarse de ecuaciones de ondas, la interpretacién fisica de sus soluciones es clara: son
campos eléctricos y magnéticos que se transmiten en forma de ondas a la velocidad ¢, en el vacio.
Estos campos son perpendiculares en cada punto y, ademds, son perpendiculares a la direccion
de propagacion. Todo ésto se justificard en la siguiente seccién.

Comentario 13 Las ecuaciones (2.17) se pueden considerar, también, como ecuaciones de las
ondas electromagnéticas en presencia de cargas y corrientes en el vacio. También reciben el
nombre de ecuaciones de Maxwell no homogéneas.

2.3.2. Ondas planas

Como caso particular para entender mejor la ecuacion de ondas electromagnéticas vamos a
considerar la situacién en la que los campos dependen unicamente de una coordenada espacial
(p- €j., ) y del tiempo; es decir, las componentes de los campos E y B o los potenciales
electromagnéticos sélo dependen de estas variables 7. En este caso, la ecuacién de ondas para
cada una de estas componentes es la ecuacién de ondas unidimensional

16% 92
10w 0w _y, (2.27)
c? Ot ox
donde 9 (z, t) representa cualquiera de las componentes de los campos E o B, o de los potenciales.
Entonces:

17 Es en este sentido por lo que se habla de ‘ondas planas’ (al depender sélo de dos variables).
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Proposicién 8 La solucion general de la ecuacion (2.27) es de la forma

U(x,t) = flx —ct) + gz + ct) .

(Dem.): Considérese el cambio de variables

u=x—ct , v=zx+ct (2.28)
y sea z@( lv) la expresion de la funcién 1) en estas nuevas variables; es decir, se tiene que
Y(x,t) = Y(u(x,t),v(x,t)). Utilizando la regla de la cadena se tiene que
O_la%p_a%__ﬁ% __438_15
2ot 9z Oudv Ou v
o - . - iy o
de donde 5 = h(v), siendo h(v) una funcién arbitraria que, a su vez, se puede expresar como
v

5 da ~
h(v) = 'Z—(v para alguna funcién §(v) también arbitraria (esto es, una primitiva de h(v)). Por
v

tanto se tiene que

O 0) —§(0) = 0 = Blu0) — §(0) = (u)

y de aqui, deshaciendo el cambio de variable y poniendo f(z,t) = f(u(z,t)) y g(z,t) = g(v(z,t))
se obtiene el resultado. [ ]

Supéngase que g = 0, con lo que ¥(z,t) = f(x — ct). Es evidente que el campo 9 toma el
mismo valor en todos los puntos (z,t) tales que x = ct + x,, para cualquier z,. Esto significa
que si ¢ toma un valor en un punto cualquiera x, (en t, = 0), al cabo de un tiempo ¢ toma ese
mismo valor en el punto que estd a distancia ct del anterior. Se puede afirmar, por tanto, que
los valores del campo se propagan a velocidad c en el sentido positivo del eje x y, de este modo,
Y(x,t) = f(x — ct) representa una onda que se transmite en el sentido positivo de dicho eje, con
velocidad ¢. Del mismo modo se concluye que 1 (z,t) = g(x + ct) representa una onda que se
transmite en el sentido negativo del eje x, con velocidad c.

Comentario 14 Un caso especialmente interesante es cuando f o g son funciones trigonométri-
cas; es decir, se tiene que

P(x,t) = A cos(k(x £ ct) +0) = A cos(kx £ wt) + 0)

y se denominan ondas armoénicas. Para x fijo se tiene una funcién periédica en t de periodo
T = 27 /w y frecuencia w. Para t fijo, la funcin es periédica en = con longitud de onda A\ = 27 /|k|.

Proposicion 9 Los campos eléctrico E y magnético B son perpendiculares entre si y perpendi-
culares a la direccion de propagacion.

(Dem.): Se comenté en la seccién 2.1.5 que los potenciales electromagnéticos se poddn elegir
de forma que V - A = 0 (gauge de Coulomb). En el caso de las ondas electromagnéticas en el
vacio (sin cargas ni corrientes), la ecuacién (2.11) quedaria V2® = 0 y se podria completar la
fijacién del gauge de Coulomb afiadiendo también la condicién ® = 0 '8. Haciéndolo asf, en este
caso en que las funciones de onda sélo dependen de (z,t), la primera condicién es simplemente

18 Estas condiciones de Coulomb no son invariantes por cambios de sistemas de referencia, en general; mientras
que la de Lorenz lo es siempre.
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0A 0%A

3 ¥ = 0; con lo que la ecuacién de ondas (2.27) para esta componente es 8152:8 = 0; es decir,
x

0A A

8; = cte. Pero, de acuerdo con (2.9), E, = —a—tx; lo que significa que, si A; # 0, se tiene un

campo eléctrico constante en la direccion del eje x; pero esta solucion se descarta ya que no se
tratarfa de ninguna onda.

Asi pués, en el caso general, se puede asumir que A, = 0 y el potencial vector serd A =

(0, Ay(t,z), A.(t,x)); es decir, perpendicular a la direccién de propagacién y, por consiguiente,

0A, 0A,

Ox ’ Ox
. . 0A

campo eléctrico que, en virtud de (2.9), es E = —— = ( ,—

ot
dice que las ondas electromagnéticas son transversales.

) también lo es. Lo mismo sucede con el
0A, 0A,
ot’ ot

el campo magnético B = V x A = (0,

). En este sentido se

Para finalizar, considérese el caso de una onda desplazandose en el sentido positivo del eje z;
es decir, A = A(z — ct) (el andlisis para el otro caso es idéntico). Haciendo de nuevo el cambio
de variable (2.28), si A(u) es la funcién transformada de A, aplicando la regla de la cadena se
tiene que

E =

oA dA (0 dfly dflz) ’

ot “aw U du du

dA, dA dA, dA dA 1

B = A:(o— z—‘”)leO <O—y Z): B L h, xE
VX " du’ du (1,0,0) x " du’ du X gy T et

donde n, es el vector unitario en la direccién (y sentido) de propagacién. De la iltima igualdad

se concluye que los campos E y B son perpendiculares entre si en todo instante. [ |

Aunque estos resultados se han obtenido para las ondas planas, son generalizables al ca-
so general; es decir, en cualquier onda electromagnética los campos eléctrico y magnético son
perpendiculares en cada punto y, ademas, son perpendiculares a la direcciéon de propagacion.

: g B
AN\ [ 3
T\D\} (&\\\\::“\\\ \ /( ( T\‘\h\ .

1 E

dl

N\ \\ ‘~\ \/
AN\Y

En particular, para una onda armonica tridimensional se tendria que
P(r,t) = A cos(k - r +wt) +9)

donde k = (kz, ky, k.). Esta solucién son ondas propagandose en la direccién k con velocidad c.
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2.4. Propiedades de los campos electromagnéticos

2.4.1. Ecuacién de continuidad (ley de conservacién de la carga)

A partir de las leyes del electromagnetismo dadas por las ecuaciones de Maxwell se pueden
deducir otras propiedades fundamentales. Una de ellas estd establecida en el siguiente teorema:

Teorema 12 (Ley de conservacion de la carga). La carga eléctrica satisface la siguiente ecuacién

de continuidad: 5
/ pdV__/‘ j-ds.
S=0V

(es decir, la variacion tempoml de la carga eléctrica Q en una region V C R3 es el flujo de la
densidad superficial de corriente que atraviesa la superficie S = 0V ).

(Dem.): La variacién temporal que experimenta una distribucién de carga @ en una regién
V C R3 es, por definicién, la intensidad de corriente que atraviesa la superficie S = 9V, que
delimita la regién (esto es, la cantidad de cargas que, por unidad de tiempo, salen o entran en
esa regién). De acuerdo con la expresién (2.19), esa variacion es

dQ d 8p
I:= av = av .
dt dt / /

Esta intensidad, a su vez, se obtiene integrando en toda la superficie S = 9V la densidad
superficial de corriente (es decir, la cantidad de carga que atraviesa en la unidad de tiempo un
elemento de superficie ds), con lo que se obtiene

/8ﬂw_—/y$;
S

donde el signo negativo se debe a que la primera integral es positiva cuando la carga dentro de
V aumenta; mientras que la integral de superficie mide la carga que sale de la region. [ |

Corolario 1 La ecuacion de continuidad se expresa en forma diferencial como

dp
V- 0.
It =
(Dem.): Basta aplicar a la integral de superficie el teorema de Gauss—Ostrogradskii. [

Esta ley de conservacién estd asociada a una simetria de la teoria que no es otra que la
invariancia gauge comentada en la seccién 2.1.5.

2.4.2. Densidad y flujo de energia. Vector de Poynting

Un primer resultado que se obtiene directamente de la ecuacién de la fuerza de Lorentz es:
el siguiente:

Proposicion 10 La variacion de la energia cinética de una particula cargada sometida a la
accion de campos eléctricos y magnéticos (esto es, el trabajo realizado por los campos eléctricos
y magnéticos sobre la particula, por unidad de tiempo) es
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(Dem.): Se parte de la ecuacién (2.7) escrita en la forma

dp _

=qE+vxB
o~ d(E+ )
donde p = mv denota el momento lineal de la particula. Entonces, teniendo en cuenta que
1 1 1

K= §m122 = §mv SV = §p -vyque v xB-v=0, es inmediato obtener que

dK dp

. v=uE-

at at v 1Y

Se observa que la unica aportacion la da el campo eléctrico y el campo magnético no da
contribucién, ya que la fuerza producida por éste es perpendicular a la velocidad y, por tanto,
al desplazamiento de la particula.

Otra caracteristica fundamental del electromagnetismo es como los campos electromagnéticos
(y, por tanto, las ondas electromagnéticas) transportan energia. Para estudiar este fenémeno se
parte de las dos ecuaciones de Maxwell de los rotacionales (2.4) y (2.5); de modo que, si se
multiplican escalarmente por B y E respectivamente, se obtiene

0B OE
B (VXE)=-B-— | E-(VXB)=p,E-j+ poco E- —
ot ot
y dividiendo ambas por u,, sumando y reagrupando términos queda
OE 1 0B 1 1
¢eE-—+—B-—=-E-j—— (B (VXE)-E-(VxB))=-E-j— V- (Ex—B)
8t /'LO at /'LO ,U‘O

donde se ha usado la propiedad V- (F x G) = G- (V xF) —F - (V x G). Finalmente, operando
en el miembro de la izquierda

OB, 1, 6B_18<

1 10 1
E — —=-—(e&E-E+—B-B)=-— (¢ E*+ — B?
R T ¥ T G > <€0 * >

,LLO - 5 6t ,Uto
con lo que se llega a la ecuacion

10 1 1
(e, E*+ —B?)|=-E-j—-V-(Ex —B] . 2.
28t(6 +tu0 > . v < X,UJO > ( 30)

1 1
Definicion 10 La magnitud 5(60 E? + — BZ) tiene unidades de densidad de energia y se
Mo

1
denomina densidad de energia electromagnética. En ella, 6o E? es la densidad de

11
energia electrostdtica y —— B? es la densidad de energia magnetostdtica.
Ho

1
La magnitud S := E x —B se denomina vector de Poynting °.
Mo

La ecuacion (2.30) es la ecuacion del flujo de energia.

Comentario 15 Obsérvese que el vector de Poynting, en cada punto, es perpendicular al plano
que contiene a los campos eléctrico y magnético; por tanto, en una onda electromagnética tiene
la direccion de propagacién de la onda y el sentido de su avance.

19 En honor al fisico inglés John Henry Poynting (1852-1914).
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Para interpretar fisicamente el vector del Poynting, considérese una regién V C R3 (que
satisfaga las hipdtesis del teorema de Gauss-Ostrogradskii). Integrando ambos miembros de la
ecuacién del flujo de energia (2.30) en V y aplicando dicho teorema al ultimo sumando del
segundo miembro, resulta

1 1
—g/<60E2+—B2>dV+/E-jdV:—/ S-ds . (2.31)
20t v Mo \% S=0V

La integral en el miembro de la derecha es el flujo del vector de Poynting a través de la superficie
S = 0V. En el miembro de la izquierda, la primera integral es la energia total del campo
electromagnético en la regién V; con lo que el primer sumando es la variacién temporal de la
energia electromagnética en esa region. Para la segunda integral, observar que, si p es la densidad
de carga de las particulas cargadas que originan el campo electromagnético, pv es una magnitud
que se identifica de manera natural con la densidad de corriente j 2°; entonces, teniendo en
cuenta la igualdad (2.29), se puede expresar

diKc d dK
E-jdV:/ E.vdV:/—dvz_/;ch:_,
/v vt v dt dt Jy dt

donde K denota la densidad de energia cinética de las particulas de la distribucién; con lo que
la segunda integral representa la variacién temporal de la energia de las particulas cargadas
que forman la distribucién de corriente de densidad j en la regién V (y, en el caso en que V
no contenga dicha distribucién, como sucede por ejemplo con las ondas electromagnéticas, esta
contribucién es nula). De esta manera, el miembro de la izquierda de (2.31) y, en consecuencia,

/ S-ds, da la medida del flujo total de energia que atraviesa la superficie S = 9V (la propia
S=0V

del campo electromagnético y la de las particulas que componen la corriente eléctrica), por lo
que el vector de Poynting S no es més que la densidad de ese flujo; es decir, su mddulo es Ila
cantidad total de energia electromagnética por unidad de tiempo que fluye a través de la unidad
de superficie perpendicular al plano que contiene a los campos eléctrico y magnético.

2.4.3. Radiacion de una particula cargada acelerada. Férmula de Larmor

Otro de los fenémenos relevantes en electromagnetismo es que toda carga en movimien-
to acelerado emite energia (e impulso). Esta energia se irradia en forma de radiacién electro-
magnética; pués como ya se ha visto, los campos electromagnéticos y, en particular, las ondas
electromagnéticas transportan energia. Este fenémeno fué estudiado y descrito por el fisico y
matemadtico irlandés Joseph Larmor (1857-1942), en 1897. El resultado es el siguiente:

Proposicion 11 Cualquier particula con carga eléctrica q que se mueve con aceleracion a irra-
dia energia en forma de ondas electromagnéticas. La potencia total radiada estd dada por

dE q%a’

dt  6meyc3

que se denomina férmula de Larmor 2.

(Dem.): Ver [2], pags. 468-469. [ ]

Obsérvese que esto significa que las érbitas de una particula cargada sometidas a un campo
central (como, por ejemplo, el campo eléctrico generado por una carga) no son estables.

20 Basta hacer un anilisis dimensional de ambas magnitudes.
21 Esta expresién es vélida en el rango de pequenas velocidades (comparadas con la velocidad de la luz. Su
generalizacion relativista; es decir, para altas velocidades, puede consultarse en [2], pags. 469-472.
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2.4.4. Invariantes del campo electromagnético

A partir de los campos eléctricos y magnéticos se pueden obtener magnitudes (escalares) que
son invariantes. Asi, se puede probar que:

Proposicion 12 Para los campos electromagnéticos E y B se satisface que
B? — E? = cte. , E-B=cte..

donde E = |B| y B = |B|. Por tanto, estas magnitudes son invariantes en todos los sistemas
inerciales 2.

(Dem.): Ver, p. €j., [2]. ]

Consecuencias obvias de este resultado son las siguientes:

= Si en un sistema de referencia inercial los campos eléctrico y magnético son iguales en
magnitud, E? = B?, entonces esto pasa en cualquier otro sistema.

= Si E-B = 0 en algin sistema de referencia inercial, entonces los campos eléctrico y
magnético son ortogonales en todos los sistemas de referencia inerciales.

En general, el angulo que forman E y B es el mismo en todos los sistemas de referencia.

= Si E =00 B =0 en algin sistema de referencia, entonces ambos campos son perpendicu-
lares en cualquier otro sistema.

2.4.5. No invariancia galileana del electromagnetismo

La teorfa clasica del electromagnetismo es incompatible con la mecanica newtoniana. Esto
quiere decir que las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de la fuerza de Lorentz no son invariantes
por las transformaciones de Galileo y, por tanto, no son validas en todos los sistemas inerciales.
En particular y como consecuencia de ésto, la ecuacién de las ondas electromagnéticas no es
invariante por el grupo de Galileo ?%. Esta no invariancia se puede comprobar por calculo directo
aunque también se pone de manifiesto a partir de algunas reflexiones simples:

= En lo que respecta a los campos eléctrico y magnético, si un observador inercial percibe
un campo eléctrico (o magnético) estacionario no uniforme, para otro observador en movi-
miento respecto a aquél este campo no es estacionario y, por tanto, como consecuencia de
las ecuaciones de Maxwell, percibe también un campo magnético (o eléctrico). Por ejem-
plo, si es el campo eléctrico de una carga eléctrica en reposo, entonces el campo magnético
es el inducido por la corriente eléctrica producida por el movimiento de dicha carga en el
segundo sistema de referencia. Analogamente, un campo magnético estacionario no unifor-
me en un sistema de referencia no es estacionario en otro sistema que se mueva respecto
al anterior, y aparece también un campo eléctrico.

22 Es decir, son invariantes por las transformaciones del Grupo de Galileo (ortocrono) (ver seccién 1.1.2).
Realmente son invariantes por el Grupo de Poincaré (ortocrono propio), que es el grupo de transformaciones entre
sistemas inerciales de la Relatividad Especial y contiene al de Galileo.

23 Al transformarla aparecen derivadas mixtas espacio temporales (ver problema 13).
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= Segun la mecanica ondulatoria clésica, la velocidad de la luz y de las ondas electromagnéti-
cas en general no seria independiente del observador y, por tanto, dependeria también del
movimiento de la fuente. Esto estd en contradiccién con el hecho de que su valor se ob-
1
€olho
constantes dependa también del sistema de referencia, lo cudl es absurdo) 4.

tiene a partir del de dos constantes fisicas, ¢ = , (a menos que el valor de dichas

El grupo de transformaciones que dejan invariante las ecuaciones del electromagnetismo es,
por tanto, necesariamente mas amplio. Dicho grupo es el grupo de Lorentz o el grupo de Poin-
caré (cuando se anaden las traslaciones espacio temporales), que aparecen de manera natural
en la teoria de la Relatividad Especial. Cuando se analiza el electromagnetismo en el contexto
de esta teorfa hay que reformularlo introduciendo nuevas magnitudes tensoriales en R* (espacio-
tiempo): la cuadricorriente, el cuadripotencial electromagnético y el campo tensorial
electromagnético (o tensor electromagnético). Utilizando estos elementos geométricos es
posible reescribir las ecuaciones del electromagnetismo y hacer un estudio relativista de la teoria
del campo electromagnético, en el que la invariancia por los mencionados grupos de transforma-
ciones se hace manifiesta.

2.5. Apéndice: Definicién de las unidades en electromagnetismo

Las unidades de las magnitudes que aparecen en la teoria clsica del electromagnetismo se
definen a partir de sus leyes fundamentales. A continuacién se repasan dichas definiciones.

Aunque originalmente se consideré la carga eléctrica como magnitud fundamental, moder-
namente se toma como fundamental la corriente eléctrica, se define la unidad correspondiente y,
a partir de ella, las restantes. Entonces:

Definicién 11 (Unidad de intensidad de corriente eléctrica). Un ampere o amperio (denotado
1A) % es la corriente eléctrica (constante) que circula a lo largo de dos conductores rectos
paralelos de longitud infinita y seccion circular despreciable, tales que, situados en el vacio a un
metro de distancia, produce entre estos conductores una fuerza igual a 2 -10~7 N por metro de
longitud.

Definicién 12 (Unidad de carga eléctrica). Un coulomb o culombio (denotado 1C) 25 es la
carga eléctrica transportada en un sequndo por una corriente de un amperio de intensidad de
corriente eléctrica; es decir, 1C =1As.

Definicién 13 (Unidad de induccién magnética). Un tesla (denotado 1T) 27 es la induccion
de un campo magnético que ejerce una fuerza de 1 N sobre una carga eléctrica de 1C que se
mueve a velocidad de 1 m/s dentro del campo magnético y perpendicularmente a sus lineas de
campo.

21 Este hecho estd también en contradiccién con ciertas observaciones experimentales (sistemas de estrellas
binarias y experimento de Michelson-Morley).

25 En honor a André Marie Ampére.

26 En honor a Charles Agustin Coulomb.

2" En honor a Nikola Tesla.
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Problemas y ejercicios

1.

Razonar cémo deberian modificarse las ecuaciones de Maxwell para incluir la existencia
de monopolos magnéticos.

. Una particula puntual de masa m y carga ¢ se encuentra inmersa en un campo magnético

uniforme B = (0,0, By). La carga se encuentra inicialmente en el origen de coordenadas.

a) Suponiendo que la velocidad inicial de la particula es nula; ;Cudnto vale la fuerza
magnética sobre ella y como es el movimiento posterior?
b) ;Y sila velocidad inicial es v, = (0,0, v,)?
c¢) Supédngase ahora que velocidad inicial es v = (v, 0, 0).
1) (Cudanto vale la fuerza sobre la carga en el instante inicial? ;Y su aceleracion?
.Y las componentes intrinsecas de ésta?
2) Cudnto vale la velocidad de la particula en todo instante?

3) Como consecuencia de la accién de la fuerza magnética, la carga describe un
movimiento circular. ;Cuanto vale el radio de la circunferencia?

. Encontrar la trayectoria que sigue una particula puntual de masa m y carga ¢ en el

seno de campos eléctricos y magnéticos constantes. (Resolver el problema en unos ejes
convenientes).

. En el semiespacio y < a se tienen campos constantes E = (0, £,0) y B = 0, mientras que

en el semiespacio y > a los campos son E = 0y B = (B,0,0). Considérese una particula
de masa m y carga e inicialmente en reposo en el origen de coordenadas. Determinar su
movimiento para ¢t > 0.

. Sean cuatro cargas +¢, +¢q, —q y —q situadas respectivamente en (a, 0,0), (—a,0,0), (0, a,0)

y (0,—a,0). Calcular el potencial eléctrico en un punto (x,0,0) del eje X. Si hay una
particula de masa m y carga e inicialmente en reposo en ([,0,0), calcular la fuerza que
actua sobre ella, determinar el signo de e para que la particula se aleje y calcular con qué
velocidad llegard al infinito. (Suponer que [ >> a.).

. Calcular, usando la ley de Gauss, el campo eléctrico creado en todo el espacio por una

distribucion superficial de carga o uniforme sobre un plano indefinido.

La misma pregunta para el campo creado por por dos planos paralelos indefinidos con
distribuciones uniformes de carga de signos opuestos.

. Calcular el potencial y el campo eléctrico en todo el espacio, generado por una densidad

de carga p uniforme entre dos superficies esféricas concéntricas de radios R; < R. Hacer
el limite R7 — R y obtener el potencial y el campo eléctrico creados por una superficie
esférica con densidad superficial de carga ¢ uniforme.

. Consideramos una densidad de carga p uniforme entre dos planos paralelos indefinidos,

separados una distancia 2a. Se hace un agujero que atraviesa la distribucién de carga y se
deja caer una particula de masa m y carga ¢ (de signo opuesto a o) a través del agujero.
,Cémo serd el movimiento de la particula? Hacer el mismo andlisis para una esfera de
radio R y un caparazén esférico de radio Ry < R, atravesadas por un diametro.

. Calcular el potencial y el campo eléctrico creado por un hilo rectilineo infinito con una

densidad lineal de carga uniforme A.
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10. Probar que los campos eléctrico y magnético satisfacen las ecuaciones

1 33
OB=pVxj ;: OE=—-Vp—p, 3.
€ ot

11. En la solucién general de la ecuacién de ondas unidimensional 1(x, t) = f(z—ct)+g(xz+ct),

8¢($,0) = Xo(7) (condiciones de

determinar f y ¢ si se conocen ¥(z,0) = ,(x), y e

Cauchy).

12. Demostrar que la funcién ¥(r,t) = 1e"(k’"_"”f), donde w = ck, es solucién de la ecuacion de

10w

c2 Ot?

13.  a) Demostrar que el electromagnetismo no es invariante por las transformaciones de
velocidad de Galileo (“boosts” galileanos).

— V20U =0.

ondas en tres dimensiones,

b) (Examen 26/05/2020). Demostrar que la ecuacién de ondas unidimensional

1o v _
2 ot2  9x2

es invariante por las transformaciones ( “boosts” de Lorentz):

’U2
1--
C

14. (Examen 08/06/2020). En una regién del espacio hay un campo electromagnético del cudal
se sabe que el campo magnético es B = (0, B,z cos wt,0), con B,,w constantes, y que el
campo eléctrico sélo tiene componente no nula en la direcciéon X.

a) Usando la ecuacién de Maxwell adecuada, obtener el campo eléctrico. (Suponer que
las condiciones de contorno en la region son tales que permiten tomar las funciones
arbitrarias en la integracion nulas).

b) Usando las ecuaciones de Maxwell adecuadas, obtener las densidades de corriente y
de carga que originan este campo electromagnético.

c) Comprobar que A = (0,0, —B,xzcos wt) es un potencial vector para este campo
electromagnético y obtener un potencial escalar ®.

d) Determinar el vector de Poynting y verificar que se satisface la ecuacion del flujo de

energia.

15. (Examen 26/05/2020). Una onda plana monocromética en una regién libre de fuentes tiene
el campo eléctrico E = E, cos (wt — kz) u,, siendo F,, w, k constantes positivas y u, el
vector unitario en el sentido positivo del eje X.

a) Determinar el valor del campo magnético y comprobar que es una onda en fase con
la del campo eléctrico, perpendicular a ésta y de amplitud E,/c.

(Indicacion: Utilizar las ecuaciones de Maxwell de los rotacionales).

b) Calcular las densidades de energia eléctrica, magnética y electromagnética, y el vector
de Poynting.

c) Hallar el promedio temporal de las densidades de energia anteriores, que se define

e 2
como (F) := T/ Fdt,donde T = g es el periodo de la onda.
0
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16. (Examen 16/07/2020) Dos ondas electromagnéticas son emitidas desde dos diferentes fuen-
tes, de modo que sus campos eléctricos respectivos son

Ei(z,t) = Eipcos(kr —wt)u, , Es(x,t) = Eycos(kx —wt + @) u, .

a) Determinar el vector de Poynting de la onda electromagnética resultante de la super-
posicién de ambas ondas.

b) Obtener un potencial vectorial A = (A, Ay, A) tal que A, = 0y un potencial escalar
® para la onda electromagnética resultante
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