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El estudio del movimiento de fluidos (liquidos y gases) constituye lo que se
denomina dindamica de fluidos. Puesto que los fendmenos considerados en la
dindmica de fluidos son microscopicos, un fluido se considera un medio
continuo. Esto significa que siempre se supone que cualquier elemento
pequeno del fluido es lo suficientemente grande para contener un numero muy
grande de moléculas.

A continuacion se mostraran las ecuaciones basicas de la dinamica de fluidos.

Ecuacion de Continuidad

La masa total M, de fluido que sale de un volumen V, en la unidad de tiempo t,
esta dada por:
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Donde:
¥ La velocidad de circulacion del fluido en Ve.
z . El vector normal a la superficie.

&2 La densidad del fluido.

La disminucion de la masa del fluido en el volumen Ve porunidad de tiempo esta
dado por:
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lgualando las dos expresiones anteriores:
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La integral de superficie puede transformarse utilizando la formula de Green en
una integral de volumen:
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De (3) v (4) resulta:
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Por lo tanto:
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Dado que la expresion anterior es valida para cualguier volumen, entonces:
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La relacion anterior (5) es llamada Ecuacion de contuidad.
Considerando la identidad:
Vigti=pV 74+7 Vg
Entonces la Ecuacidn de continuidad se puede escribir de la forma:

?hﬂ V.p4p.Vo=0
£

Ecuacion de Euler
La fuerza total que actua sobre un cierto volumen de fluido esta dada por:
-¢Pas
Donde:
P: Presion
z vector normal a la superficie del volumen encerrado por el fluido.

Transformando la integral anterior a una integral de volumen resulta:
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Es decir el movimiento de un elemento de volumen del fluido es igual a menos
la fuerza aplicada por unidad de volumen expresada por la relacion:
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Desarrollando la siguiente identidad:
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Dado que:
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Sustituyendo en la ecuacion anterior la condicidén de la relacién (7), resulta:
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Derivando:
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Sustituyendo la relacion anterior en la ecuacion (6), resulta:
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For lo tanto:
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La ecuacion (7) es llamada: Ecuacion de Euler.



En el caso de un fluido en reposo sujeto a un campo gravitatorio uniforme la
ecuacién de Euler toma la forma:

VP=pz (8)

5i no existen fuerzas externas que actuen en el fluido, la ecuacion de Euler se
conviene en ¥ £ =0.entonces P = constante en cualquier punto del fluido.

La ecuacion (8) puede integrarse si la densidad del fluido es constante a través de
todo el volumen de la siguiente forma:

Considerando el gje z vertical y hacia arriba, se obtienen:
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Integrando la ultima condicion resulta:
P=—pgh+cie (9)

5i el fluido esta en reposo vy tiene una superficie libre a una altura h, en la cual se
aplica una presion externa Fo, es decir P = Po y z = h de tal manera que se puede
evaluar la constante y la ecuacion (9) se escribe de la forma:

F=F +pglh-zl (10)

En el caso de masas grandes de liguidos y gases p no es constante.

Flujo de impulso

El impulso o cantidad de movimiento de fluido por unidad de volumen se denota
por. v Determinaremos su variacion con respecto al tiempo utilizando notacion

tensorial:
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Utilizando la Ecuacion de continuidad en forma tensorial:
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Entonces:
dp__ 210wl (13)
Ji dx

Y a partir de la ecuacion de Euler:
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Sustituyendo (12) y (13) en (11) resulta:
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Simplificando:
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Dado que:
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En donde: 4,, corresponde a la delta de kronecker.

Entonces:
a'a‘?"’i'__é- aF  d{ovw)
at “ax o Ax
Es decir:
Blov,  3ld, P+ ovy, |
OVl __Flow OVl __ 9 o (1g)
2 Exk ﬂxk

Donde: ITT,, es tensor simetrico.

Integrando la ecuacidn (16) respecto a un volumen determinado. resulta:
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Aplicando la formula de Gauss:
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En donde: IT,, 4f, esla componente i del impulso que fluye a través del elemento

superficial dfi.
I, - es llamado tensor de densidad de flujo de impulso.

Conservacion de Ila Circulacion

La circulacion de la velocidad de un fluido en un contorno cerrado: (2, esta dada
por:

o= fv.ar (18)
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Como nos interesa la circulacion a lo largo de cualguier contorno del fluido,
entonces se satisface: ¢ ' = 8~ de manera que sustituyendo en la ecuacion (18)

resulta:
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Dado que:
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Considerando las ecuaciones (19), (20) v (21), resulta:
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Utilizando la formula de Stokes para el termino de la derecha de la ecuacién
anterior:
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Dado que:
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De las ecuaciones (23) v (24) resulta:
q:?-&*:f»?-'—?m'-ﬁf:ﬂ (25)
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Puestoque V. -V ai=10

A partir de las relaciones (22) y (25) resulta:
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Es decir:

T=§v d T =constante (27)

La expresidon (27) corresponde a la circulacion de la velocidad a lo largo de un
contorno cerrado en un fluido “ideal” es constante en el tiempo.

El resultado representado en la relacién (27) es llamado El teorema de Kelvin o
Ley de la conservacion de la circulacion de un fluido ideal.

Flujo potencial

Suponiendo un flujo estacionario y una linea de corriente del fluido que
satisface:



@ =%¥=v =0 (vorticidad es cero) para el contorno cerrado de la linea de corrente
considerada, es decir “Un flujo es estacionario si en cualquier punto se satisface
que o=0".

Para flujos no estacionarios las trayectorias de la circulacion de la velocidad, no
coinciden en general con las lineas de corriente del fluido.

Un flujo en el cual =0 en todo el espacio se denomina flujo potencial o flujo
irrotacional.

El esquema del flujo resultante esta caracterizado por la presencia de una
superficie de discontinuidad tangencial que sale del cuerpo; en esta superficie la
velocidad en los puntos es tangencial cuando se incluyen dichos flujos
discontinuos, la solucion de las ecuaciones se movimiento para un fluido ideal no
es unica.

Un caso de fluido potencial se presenta cuando existen oscilaciones peguenas en
el cuerpo sumergido en el fluido.

S5i la amplitud de las oscilaciones es a y | es la dimension del cuerpo y se
satisface: a 2 2, entonces el flujo que circula junto al cuerpo es un flujo

potencial.

Considerando la ecuacion de Euler:

Y e Viv=—Va  (28)
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Realizando las siguientes aproximaciones:

v wl . )
a) =7 = _— donde & es la velocidad del cuerpo oscilante.
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A partir de la desigualdad: a < <, entonces el termino v ¥Vives pequerio
g
comparado con — .
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De modo que la ecuacion de movimiento de fluido se reduce a:
E:—Vaj
=N

Aplicando el rotacional a la ecuacidon anterior, resulta:

ilv}(vlzfj
=N 4

Por lo tanto:

1V = Constan fe



Como el promedio temporal es cero en un movimiento oscilante, entonces:

(Vepi=0

La velocidad en el flujo de potencial puede expresarse como un gradiente como el
gradiente un escalar, este potencial de velocidad se designa por @ y esta dado
por:

v=V&
Rescribiendo la ecuacion de Euler general, (28):

7 gt ex(Txvi=—Ve  (29)
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Sustituyendo v =¥3 en (29), resulta:

De modo que:
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En el caso estacionario © es independiente de t entonces la relacion (30) se
reduce a la ecuacion de Bernulli.

%v2+w:Canstan£e (31).

Fluidos incompresibles

En un numero apreciable de casos de flujo de liquidos y gases, se considera
gue la densidad es constante en todo el volumen del fluido y a lo largo de todo
el movimiento.

En otras palabras cuando no existe compresion o dilatacién observable del
fluido, entonces se dice que el fluido es incompresible.

Las ecuaciones generales de la dinamica de fluidos se simplifican en el caso de
un fluido incompresible.



Para la ecuacion de Euler, en el caso que p = constante, se obtiene:

E+|~r»*-‘~?x'-~vf=—‘-Tf{ﬁ]ﬂg (32)
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La ecuacion de confinuidad para p = constante esta dada por:

V.oyr=0 (33)

Como la densidad deja de ser una funcién desconocida como en el caso
general, puede considerarse las ecuaciones en donde solo interviene la
velocidad, es decir:

illlﬁl_,l'rxvlz ?XIvXI?XVII
&

Dado que:

G

Entonces la ecuacion de Bernulli para el caso incompresible esta dado por:

%pv3+£+gz=l§‘bnstanze (34)
P
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