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1. INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE HILBERT:
1.1. Espacios Vectoriales. Base y dimensioén:

Se dice que el grupo conmutativo (V, +) es un espacio vectorial sobre el cuerpo
(K, +, .), y se puede representar por (V; K), si se verifica que existe una ley de
composicidon externa, . , definida desde

KxV® V
esto es, tal que R . -
"al K" xI V® axl V

cumpliendo las condiciones:

a) Distributividad mixta del producto de elementos de K por suma de
elementos de V:

"al K" xyl VxV, a(x+y)=ax+a.y

b) Distributividad mixta del producto de elementos de V por suma de
elementos de K:

"a,bl KxK," xI V, (a.+ b)x =a.x+ b.x
c) Asociatividad mixta de elementos de K por elemento de V:
"a,bl KxK,"xIV, (@a.b).x=a.(b.x)
d) Existencia de elemento uno del cuerpo K:

$11 K/"xT V1Ix=x
Se llaman escalares a los elementos del cuerpo, y vectores a los elementos del
grupo conmutativo.

Se definen los conjuntos de vectores es linealmente independientes:

X, %X 1 V", linealmente_independientesU a,x, +a,x, +..+a x =0b a,=.a_ =0

n

Se definen los conjuntos de vectores que generan a todo el espacio vectorial:

X, %X, 1 V"generadorsU " x1 V,$a,,a,..a,1 K/a.x +a,x, +..+a X, =X
Una base es un conjunto de vectores que es linealmente independiente y, también,

sistema de generadores del espacio vectorial.

Se prueba que en un espacio vectorial dado todas sus bases tienen el mismo
ndmero de vectores, que definen la dimensién del espacio. Cuando el nimero de
vectores de las bases es finito, se dira que el espacio es de dimensién finita, en
caso contrario, se dice que es un espacio de dimensién infinita.

En un espacio de dimensién finita, n, se cumple que el nimero maximo de
vectores linealmente independientes coincide con la dimensién del espacio.



1.2. Meétrica. Métrica euclidiana. Métrica euclidiana ordinaria.

Una métrica en un espacio vectorial (V;K) es una distancia o medida, esto es, una
correspondencia tal que a cada par de vectores le corresponde una medida. La
definicion de una medida o distancia puede hacerse desde la definicibn de una
operacion de VxV en K, esto es, una composicion o producto interior de elementos
del espacio que da como resultado un elemento del cuerpo de definicion del
espacio:

XV ® K

"X,y VxV,x- yl K

donde se ha llamado - a la operacion que define el producto interior y, por tanto,
la métrica.

Una métrica se dice euclidiana, si el producto interior cumple las siguientes
condiciones:

1) Conmutatividad:
"Xyl V3 Xx-y=y- X

2) Distributividad con respecto a la suma vectorial:

"XV, 21 VEX-(Y+2)=X- y+X- 2
3) Asociatividad mixta:

"x, ¥yl VZial K.a(x-y)=(@x) - y=x-(a.y)
4) Definicién positiva:

"xTV,x-x30
5) No degeneracion:

X-x=0pP x=0

Se llama métrica euclidiana ordinaria a aquella métrica definida por la condicion de
ortonormalidad de la base:

[o] o]
Si son los vectores X=gQ X.& y Y=a Y€ . se tiene:

“xyIVix-y=([Axe) @ ye)=axye e =xy +%.y, +. +X.y, +..° & XY,

(trivialmente puede comprobarse que verifica las cinco condiciones anteriores para
las métricas euclidianas)

En los parrafos que siguen representaremos el producto interior euclidiano por un
paréntesis en el que figuran los dos vectores separados por una coma, es decir, el
producto interior de los vectores a y b se representara :

a-b° (ab)



En general, para una métrica euclidiana cualquiera, en cualquier base {en}:
" ~ 2 _ [¢} _ [o] _ [¢} _ [¢} i
xylViix=axeLy=a Y€, (X,Y)—aﬁ-yj(q,-e,-)—a gIJXiyj

"x,yT V2, (xy)=& g'xy,

siendo g =e;.e;, la métrica definida en el espacio, y G = (g") la matriz métrica. En
el caso de la métrica euclidiana ordinaria, la matriz métrica es la matriz identidad.

Y la distancia euclidiana entre dos vectores, x e y, se define por
d(x,y)? = [(X- y), (X - y)] esto es, si los vectores son de la forma
X= (X Xg e X o)y Y = (Y1s Yoo Yooees)s SE€ tiene:
2 _ 8 ij - .. . .
dix,y)"=a g (X, - ¥,)(X; - y;),y, para una métrica euclidiana ordinaria, es

|2

dxy)?=a (x-¥)x-y)=a (x-y)=a |x-v

Si en un espacio euclidiano ordinario V definimos la norma y el moédulo de un vector

por
Norma(x) = (X, X) = én |xi |2 Modulo(x) = ¥ = ++/(x,X) = /én |x‘|2

se verifican, trivialmente los teoremas basicos:

|(X, y)| £ ||x||||y|| (de Schwartz)
Ix+ Y| £ x| +]y]| (de Minkowski)

| =[]

1.3. Espacios prehilbertianos. Espacios euclidianos. Espacios de
Hilbert:

Un espacio prehilbertiano es un espacio vectorial con meétrica euclidiana. Si el
espacio prehilbertiano es finitodimensional, se dira entonces que es un espacio
euclidiano de n dimensiones.

Para establecer el concepto de espacio de Hilbert, aclaremos qué hemos de
entender por sucesion convergente de vectores de un espacio métrico, y qué
debemos entender por sucesién de Cauchy de vectores de un espacio métrico.

Sucesién convergente de vectores de un espacio métrico:

Una sucesion de vectores {xn} © {X1, X2, --., X, ---} del espacio métrico (V;K) se
dice convergente hacia | si se verifica que, dado un escalar positivo, por muy
pequefio que fuera, g existe un nimero natural N tal que para todo n3 N, es d(l,
Xn) < e

El vector | se dice que es el limite de la sucesidon convergente, y se designa en
general por lim x, = |,



O bien, por lim d(l, x,) = 0.

Sucesiéon de Cauchy de vectores de un espacio métrico:

Llamaremos Sucesion de Cauchy a toda sucesion {x,} ° {Xi, X, ---, %, ...} que
cumple la condicion de que cualquiera que fuera el escalar positivo e, y por muy
pequefo que fuere, existe siempre un numero natural N tal que para dos naturales,
p., d, mayores o iguales a N, se verifica que la distancia entre los vectores X, y Xq,
esto es, d(Xp, Xq), €s menor que e. O sea, lim d(x,, X3) = 0.

Haciendo uso de la Desigualdad Triangular de la métrica euclidiana, se prueba
trivialmente el siguiente teorema:

Teorema 1:
Toda sucesién convergente es sucesion de Cauchy.
En efecto:
i lim d(l,x,) =0
{x,} convergentepb limd(l,x,)=0pP } p
Ld(x,,x,) £d(x,,1) +d(l, x,)
b limd(x,,x,) £ im d(x,,1) +lim d(l,x,) =0+0=0pP limd(x,,x,) =0p
P {x,} e de Cauchy

Sin embargo, el teorema reciproco no siempre es cierto. Cuando lo es, es decir,
cuando toda sucesién de Cauchy de vectores del espacio es, también, una sucesion
convergente de vectores del espacio, se dira que tal espacio es completo.

Los espacios prehilbertianos euclidianos, es decir, los espacios con métrica
euclidiana finitodimensionales, son, efectivamente, espacios métricos completos,
pues en ellos toda sucesion convergente es de Cauchy y toda sucesion de Cauchy
es convergente.

Veamoslo en el siguiente teorema, para una métrica euclidiana ordinaria, usando el
criterio general de convergencia de Cauchy para sucesiones de escalares.

Teorema 2:
Todo espacio métrico euclidiano ordinario es completo.

En efecto:

Sean dos vectores X, =a X, & y X :axiq.ei . Se tiene:

X -x =g (X -x)eb

p q_a p q)6

Ddzxx—[x-x x-x]—oxi-xi2
(p’ q)_(p q)’(p q)_a|p q|

por tanto,



d(x,,x,) < ep 1/é_|x‘p- x‘q|2 <eb |x‘p- x;|<eb $a' 1 K/limxi =a' b

. T [} i _9° i _
P Imx, =lmg xe =g aeg=a
por tanto, la sucesion {x,} de Cauchy, converge hacia a.
Pero no todos los espacios prehilbertianos infinitodimensionales son completos.

Llamaremos Espacio de Hilbert a un espacio prehilbertiano completo.

Los espacios de Hilbert engloban, pues, a los espacios euclidianos como caso
particular.

1.4. Bases en un espacio de Hilbert. Teorema Fundamental.
Identidades de Bessel-Parseval:

Aunque en los espacios euclidianos se cumple que el nimero méximo de vectores
linealmente independientes es, precisamente, el numero de dimensiones del
espacio, y una base cualquiera tiene un niumero de componentes igual a tal numero
de dimensiones, no ocurre lo mismo en los espacios de Hilbert en general, lo cual
exige una precision del concepto de base y de coordenadas en estos espacios, de
modo que al particularizar a los espacios euclidianos, finitodimensionales, coincida
con el concepto de base y coordenadas en estos espacios.

En un espacio H de Hilbert, se tiene que una sucesion cualquiera de vectores
ortonormalizados no es necesariamente una base de H, es decir, si para "x | H

ui X = (X, &), u u u u igui
construimos los escalares x €j), no se puede asegurar que la suma s ente
¥

2 i
axe
i=1
sea convergente y que su suma sea X. Esto es, no se puede asegurar que

¥
xIl Hx=§ x e

i=1
Es preciso estudiar, entonces, qué condiciones habrian de cumplir los vectores {e;}
para que constituyan una base del espacio H.

Se llama Sistema Total en H a un sistema {ej} de vectores linealmente
independientes de H tales que verifican:

"xI H,xe =0P x=0

O bien, con la notacién del paréntesis:
"x1 H,(x,e)=0pP x=0
Veamos un a continuacién un teorema previo al teorema fundamental:
Teorema 3:
Sea la sucesion, {b,}, de nimeros reales no negativos de la forma:
b, =8 x|
i=1

Sea también, la sucesion de vectores {a,} engendrados por el sistema {e;}, que
podemos suponer ortonormal:



3
=a X .e

Se verifican entonces, tres desigualdades, que usando la notacién del paréntesis
para el producto interior, son :

a) (X’an)z(an’x)z(a‘n’an):bn 3 o
by d’(x,a,)=(x-a,x-a,)=(xX)-hb 30
¢) d*(a,,a,)=b,-b,20  (g<p)

En efecto:

a) (xa,)= gxax e é_(x,x‘.q)zé XX =8

i=1 i=1 i=1

n

xi|2:b

&

(an,x):(xan):b
(a,a,) = (axeax €)= axx(e.,e) axx'd axx-a|><|

b)
d*(xa,) =(x- a,,x- a,) = (x,X)- (xa,)- (8, +(a,,a,) =(xX) - b, - b, +b, =
=(%X)-b,20

c)

dz(ap,aq):(ap- -q,)= éaxel,ax e;—ax x‘d a|x| =b,-b, %0

Teorema 4 (Teorema Fundamental):
Un Sistema Total, {e;} de H, es una base de H. Esto es, se verifica que la serie

¥
a X' & es convergente y su suma es x
i=1

¥
~ o) ;
XI Hx=g x &
i=1
En efecto:

- Veamos en primer lugar que la sucesion de escalares {bn} es convergente:

De la desigualdad b) del anterior teorema, se tiene que b, £(X,X), lo cual

indica que {bn} es una sucesion acotada, con limite inferior o igual a la cota,
por el criterio M de Weierstrass. Por tanto, es una sucesidn convergente.

- Veamos ahora que la sucesiéon de vectores {a,} es también convergente:
Al ser {bn} convergente, se tiene que
n T n T 3 - 2
e>0,$NI z/"p,ql Z,p,g® NP b, - b, <€

(a<p)



De esta desigualdad y de la desigualdad c) del teorema anterior:

dz(ap,aq) = bp - bﬁI <e’'b d(ap,aq) <eb {an} sucesion de Cauchy, y por

ser H espacio métrico completo, es {an}es convergente.

Veamos finalmente que el limite de convergencia de la sucesion {a,} es el
vector x:

Llamemos a al limite de la sucesion {an}. Y probemos que a = X.

jEn, (x- ah,ej):(x,ej)- (an,ej)zxj - 89'5 x‘ei,ejgz x'-x'=0
ei1 2
Es decir, (X- an,ej)zo, por lo que, en el limite:

Iim(x- an,ej)=(x- lim an,e].):(x- a,ej)=0b x-a=0pP x=a

que demuestra el teorema.

Corolario 1 (Identidades de Bessel-Parseval):

Se obtienen inmediatamente las dos identidades:

a) (x x)= g_ |x'

i=1

¥ . .
b) (x,y)=8 x.y"

i=1

En efecto:

a) Tomando limites en el teorema 3, se tiene:

El Teorema Fundamental
que permite construir las bases de estos espacios, tiene varios

lim (x- a,,x- a,)=lim|(x,x)- b,]P (x- lima,,x- lima,)=(xx)- limb, p

b (x- x,x- X)=(xx)- limh, P (00)=(xx)-limb, b (x,x)=lmb, :ié:|xi|2

, . SO
b) Al tomar limites en la identidad (x,y)- (x- a,,y-c,)=(a,.c,)=Q x'y', se

i=1
tiene:

im( x,y) - (im( x- a,),im(y-c)=a xy P (xy)- (00=§ x'y'

i=1 i=1

1.5. Unicidad de las bases

en la construccidon de los espacios de Hilbert, teorema
reciprocos



dependiendo de las condiciones que a priori se establezcan. El siguiente teorema
establece una condiciéon de unicidad.

Teorema 5:

Si {ei} es un sistema total de H Yy {xi} es un conjunto de nimeros complejos (i
n

=1, 2, ...) tales que la suma a |X | = b, tiene limite, también la serie a X € es
i=1 i=1
convergente y su suma, X, es el Unico vector de H que cumple la condicién

(X'ej ) =x!" j
En efecto:

p

- - 2 _ 8 |i? _
—axe¢>%-%—axgb”%-%"—ah|—m-b
i=1 i=p i=p

y, siendo la sucesiéon {bn} convergente, se tiene:
n " n 2
$NT Z/"p,al ZLp,q>NPp b -b, <€ P [ - a,|<e
Asi, pues, {an} es sucesion de Cauchy, y, por tanto, convergente. Sea

lima, = x:

i<n  (a,e)=x
y, en el limite:

entonces se tendria

(x- y,e)=0p x-y=0b x=y

La busqueda de un sistema {ej} total se puede realizar practicamente tomando un
vector x cualquiera del espacio y calculando los nUmeros
x':&ﬁ)
. P
y, con ellos, la sucesion de vectores { n} i a g Esta sucesion ha de ser

I i
convergente y su suma ha de ser x. Comprobando este extremo puede decidirse si

{ej} es un sistema total o no.

Existen en la practica ejemplos concretos de espacios de Hilbert (realizaciones de
espacios de Hilbert), como es, por ejemplo, el espacio 1?(a,b) de las funciones de
cuadrado integrable en un intervalo cerrado [a,b].



2. UN EJEMPLO DE ESPACIO DE HILBERT:

Consideremos el conjunto de las funciones de cuadrado sumable en un intervalo
cerrado [a, b], es decir, las funciones f(x) para las que existe y es finita la integral

b b
2 AN *

Of (0] .dx =) (¥). " (x).dx

a a
Vamos a ver que se trata de un espacio vectorial, al que se puede dotar de una
métrica euclidiana, y, ademas, es un espacio completo.
2.1. Las funciones de cuadrado sumable en un intervalo cerrado como
espacio vectorial:
Designando por M(a, b) al conjunto de todas las funciones f(t) definidas en [a, b],

se le dota facilmente de estructura de espacio vectorial definiendo la suma y el
producto por los escalares (numeros reales o complejos) de la forma:

"f.g1 M(@b),(f +g)(x) = f(x)+g(x), "xI [ab]
"f1 M(a,b)," al C,@f)(x) =a.f(x), "xI [ab

lo cual es inmediato.

Teorema 6:

El conjunto L?(a,b) definido antes como el subconjunto de M(a, b) constituido por
las funciones de cuadrado integrable, es subespacio vectorial del espacio M(a, b).

En efecto:
Bastara probar que es

"f,97 2(ab), f()+g(x)T L2 @ab), "xI [ab]
"1 L2(a,b)," al C,a.f(x1 L2(ab), "xIi [a,b]

1) De ser:
(1+1glf =[ [ +[o|" +2fllg]
(f1- 1o =171" +[of* - 217}}gl
sumandor: (1+1dlf +(]-lalf =2f[ +4qf
y siendo (If|- |g|)23 0
se tiene que qf|+|g|)2£2|f|2+29|2

delocual, sera  |f+g £(f|+]g|) £2f] +2af b |f +g" £2/f[ + g

y, por tanto:



b b b
Of + 9| .dx£ 2| dx+2Q)g| dx b f+gT L*(ab)

2) De ser:
. " =l ||
b b
se cumple que da.f|2dx: |a|.(‘jf|2dx P k.f1 L?(ab)

2.2. Las funciones de cuadrado sumable en un intervalo cerrado como
espacio prehilbertiano:

Para dotar a este espacio de una métrica, bastara definir el producto interior de la

forma
b

"f,91 L(ab), (f,g)=0f g.dx

Hemos de ver que, efectivamente, tal producto interior pertenece al conjunto de
las funciones de cuadrado integrable, lo cual se muestra con el siguiente teorema.

Teorema 7:
"f,g1 L*(a,b), (f,Q)= Of .g*.dx existe y es finito
b
En efecto:

b b b 1°% .2 1°% 2
of .g.dx{ £ ¢)f.gldx= ¢)f||gldx £§6f| ax +Edg| ax

Es inmediato que el producto interior asi definido cumple las condiciones de
definicion de la métrica euclidiana, por lo que el espacio L?(a, b) queda
caracterizado como espacio prehilbertiano.

En el espacio prehilbertiano L%(a, b) se define el concepto de norma de f como el
ndmero real no negativo (f,f), y el mdédulo de f como la raiz cuadrada positiva de la
norma.

norma(f)=(f, f)
mod ulo(f) = || =+(f, f)



Son de demostracién elemental los teoremas

|(f , g)| £ ||f ||||g|| (de Schwartz)
| f+9|£]f]|+]lg] (e Minkowski)

[mf ] =[] ]

Dos funciones, f,gl L?(a,b)se dice que pertenecen a la misma clase, o

simplemente, que son iguales, si ambas funciones son iguales " XI | [a, b], salvo

para aquellos valor de X pertenecientes a un conjunto de medida nula. Cada clase
de funciones se dice que es una funcidn generalizada.

En general, la integracién que figura en la definicion del espacio [?(a, b) es la
integracion de Lebesgue-Stieltjes. Este concepto tan general de integral, y el de
funcion generalizada, permite desarrollar la teoria de estas funciones de cuadrado
integrable hasta probar que se trata de un espacio prehilbertiano completo, es
decir, de un espacio de Hilbert.

2.3. Teorema de completitud de Fischer-Riesz.

Antes de exponer el teorema de completitud, veamos previamente la siguiente
proposicion:

Teorema 7: Dada la funcion g(X)T L?(a,b)y los nameros reales positivos e y Kk,
se tiene que

Jo(¥|°.dx<ep |g(x)| <k

para todo valor de x, salvo para los pertenecientes a un conjunto E de medida

2
inferior a 942.

En efecto:

Dividamos el intervalo [a, b] en dos conjuntos:

P = conjunto de valores de x en los que |g(X)| <k

E = conjunto de valores de x en los que |g(X)| 3 k
b
v siendo [l = Jol".ox= ook + Jol"ox.  sera: ol £ |off
a P E E
Y puesto que dg|2 dx 3 kzdjx = k*.med(E)
E E

2
sera: g 3 k*.med(E) P med(E)<"i—|2|
eZ

Asi pues, para todo e tal que ||g|| < e se verifica que med(E) <F



Lo que quiere decir que ||g|| <e implica que |g| <k, para todo x no perteneciente a

2
un subconjunto E de medida inferior al nUmero —

k2

Corolario:

Sea {gn} una sucesion de funciones de L (a,b) y apliguemos el teorema anterior

a cada una de estas funciones, eligiendo para cada una de ellas un €, :%/— Yy

23n
un K, :}é“
| | er? = ifica: < ! b <i
( con lo cua 2= }/n ). Se verifica: ||gn(x)|| «/2? |gn(x)| o para todo

X, excep-to en un conjunto de medida inferior a }/n

Para n tendiendo a infinito:

lim ||gn|| =0P |im|gn| =0, para todo x, excepto en los puntos de medida nula. Es
decir, final-mente:
lim "gn” =0p Iim|gn| =0, en casi todo [a, b]

Teorema 8 (de Fischer-Riesz):

Toda sucesién de Cauchy del espacio L?(a, b), de las funciones de cuadrado
integrable, es convergente en [a, b].

En efecto:
Vamos a probar el teorema desde la proposicién anterior y su corolario.

Sabemos que

{t.} es sucesion de cauchy, entonces” €>0,$NT Z*/"m,n3 N b || fo- fn" <e

Consideremos la sucesién de valores de e : €.6,..€,,. con e, 2%/2?
o 1 e = 1 e = 1
sea, = e = oy © = e
ST T e
Y la correspondiente sucesion de valores de n: N, N,,..., Np,...

Sea {fnp} una sucesion extraida de {fn}dando a n los valores Np.

En estas condiciones se tiene, por el corolario del teorema anterior, que



Np+1 B pr <ep p pr+l } Np

1
< ? en todo intervalo [a, b] salvo en un

‘ f

subconjunto del mismo cuya medida es inferior a }ép .

Por tanto, la sucesion {fN } tiene limite para p tendiendo a infinito en casi todo
p

[a, b] . Sea f ese limite.

De laigualdad f - f =f- f, +f, - f ,se tiene
P P

+ < 2e

If- f,

£‘f- o,

fy, - o

Tomando p y n suficientemente avanzados.

Luego es lim f = f en casi todo [a, b].

Es claro que la funcién limite f dependera de la sucesién extraida ifN } Con otra
p

sucesiéon {fN } extraida, el limite seria, por ejemplo, la funcién g. Pero el limite de
q

la diferencia:
im( f-g)=Ilim(f- f)+lm(f - f)=0 para casi todo [a, b]

Asi, pues, las funciones fy g pertenecen a la misma clase y son, por tanto, iguales
segun la definicidon de igualdad para funciones generalizadas.
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