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LOS INVARIANTES METRICOS DE LAS CONICAS

INTRODUCCION

¢Qué son las curvas coénicas?. Esta es la pregunta que nos hacemos al intentar un
estudio de estos objetos.

Esta puede ser una contestacion:

- Son las secciones de corte de un cono por un plano, de todas las manera
posibles, asi, si se corta un cono por un plano perpendicular al eje de
revoluciéon, la seccidn resultante es un caso particular de elipse, la
circunferencia. En general, si se corta un cono por un plano que toque a
todas las generatrices, la seccién es una elipse. Si el plano de corte es
paralelo al eje de revolucidon, sin pasar por el vértice, la seccidon es una
hipérbola, y si, ademas, pasa por el vértice, la seccién son dos rectas que se
cortan. Si el plano de corte es paralelo a alguna de las generatrices, sin
pasar por el vértice, la seccién es una parabola, y si, ademas, pasa por el
vértice, la seccibn es una linea recta que coincide con la generatriz
contenida en el plano de la seccioén.

Esta es otra contestacion:

- Son las curvas de ecuacién general dada por
ay, X" +8,Y” + 2a,Xy + 285X + 285,y + 85, =0

que, al expresarla matricialmente, aparece como un producto matricial
igualado a cero, de la forma X.A.X' = 0. Para poder hacer el estudio de
acuerdo con esta concepcion de las conicas se plantea como objetivo el
reducir la ecuacién general a una forma mas sencilla, mediante un cambio
ortonormal aplicado a la matriz A de los coeficientes.

La cuestidon es si, al reducir la ecuacion de la conica aparecen magnitudes
que se mantienen invariantes en un cambio ortonormal y pueden ser
utilizadas, en consecuencia, para poder clasificar las cénicas en los tipos
graficos que nos presenta la concepcién clasica de secciones de corte de la
superficie de un cono por un plano.

Y, efectivamente, asi es, aparecen tres magnitudes invariantes en los
cambios ortonormales, y que llamamos Invariantes métricos de las cénicas:

El determinante de la matriz A, el adjunto Agg del elemento agg, y la suma de
los elementos a;1 vy azs.

En el presente estudio se pretende hacer una clasificacibn general de las
conicas en funcién de los valores de estos invariantes, de forma que
llamaremos Cdnicas requlares a las cdénicas con el primer invariante métrico
no nulo, y Cdnicas irrequlares a las cbnicas con el primer invariante métrico
nulo. La clasificacién siguiente, dentro de cada conjunto de cénicas, depende
de los valores de los otros dos invariantes métricos.
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1. CONICAS:

1.16. Coénica del espacio proyectivo P?:

En el plano proyectivo P?, una cénica Q' es el conjunto de puntos autoconjugados
P proy

en una polaridad. Ecuacién matricial:
=V Y aozgae(og
(0, % %)éay @, a,6%:=0
&, 2, 2,p%p

0 bien, resumidamente:

"
(%, X, %)Aéx+=0; X.AX'=0
&, g
también, sies x5 ! O:
e
L x y).Agx;:O, llamando x:ﬁ, y:ﬁ
&y oo %

1.17. Coénica del espacio euclideo o euclidiano M?:
Se llama cénica Q del plano euclidiano M? al conjunto
Q - Q'ﬂM 2

donde es Q' una coénica de P? tal que es Xg ' 0.

La ecuacion general de una conica del plano euclidiano viene dada, por
consiguiente, por

a,.X* +a,,.y* +2.a,Xy+2a,.x+2a,.y+a, =0

Cuando sea conveniente, representaremos por (Q, A) a una coénica Q del plano

euclideo, con matriz A.

1.18. Recta impropia. Puntos impropios:

El conjunto de puntos o = {(0, X1, x2)} no esté contenido, por tanto, en al cénica
Q'. A po se le llama recta del infinito, o bien recta impropia, de la cénica Q'. Sus

puntos se dicen puntos impropios de la cénica.

1.19. Teorema 1.1:

La condicién necesaria y suficiente para que Q sea una cénica de M? es que sea ho
nulo uno al menos de los tres ndmeros a;1, az,, a;» (estoes,que a;; ¥ 0 v az;

10 v a1210)

En efecto:
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Bastara probar que es condicién necesaria y suficiente que la cénica Q' contenga a
la recta impropia rgg = {(0, x1, x2)} para que sean nulos los tres numeros (a;; =
azz = a2 =0)

I % =0
. . ~ Lo N 2 2 _
Q' contienearygy U [ _~ 0 X +a,. X" +2a,.XX%X =0, para
fa‘ a” Xi'X]‘ - 0 a11 )(1 a22 XZ a12 1X2
i,
todo par de
puntosde M> U0 a;; = ayp, = a1, =0

Por tanto, en las cénicas Q del plano euclideo M? es distinto de cero alguno de estos
tres numeros.

1.20. Corolario 1.1:

En una coénica Q en la que su matriz A tiene nulos los elementos a;, se cumplen
las siguientes alternativas:

a) Si Ago = adj(aoo) 1 0Oentonces Agg =ajzi.azs - a122 =aji.a2 -0 =ajj.a,, ' O
P a1 0 gan ! O

b) Si Ago = adj(aoo) = 0 entonces Agg = aji.azo - a122 =aji.a22 - 0 =ajj.a, =
(O =

P (ai1! 0 gy az, =0) v (ann=
0 yaza * 0)
Nota: No puede darse el caso de a;; = a,» = 0, porque, en ese caso, y siendo ya a;»
= 0, serian nulos los tres nimeros, y Q no seria una conica.

1.21. Puntos del infinito:

Se llaman puntos del infinito de la cénica Q a aquellos puntos de la recta impropia
roo para los cuales es nulo el término independiente agg en la ecuacion de la cénica.
Para obtenerlos, bastara hacer nulo en la ecuacion de la cénica el término ago V,
para x = 1, despejar y:

8oy’ +2(8, +80) Y +280 +2, =0@ {0 20
Y=Y
y los puntos del infinito seran:
(0, 1 )
o 1 v

1.22. Puntos conjugados:

Se dice que el punto (p1, p2) es conjugado del punto (p1', p2' ) respecto a la conica
Q de matriz A si se verifica que

.
L P p)ACR+=0
&n.
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e
(p,, P, conjugado de (p,,p,) U (L p,, p,)A¢P,+=0
&P,
1.23. Puntos singulares:

El punto (p1, p2) es punto singular respecto de la cénica Q sii el conjunto de los
puntos conjugados con (p1, p2) es todo el plano euclidiano M?.

(P, P, Sngular respecto de QU (1, p, p,)A=0

1.24. Recta polar. Polo:

Larecta r: y = m.x + b es recta polar del punto (p1, pz) sii se verifica que
gl §
" T g T_
)T r (L p, p)AGX <=0
&, 5

El punto (p1, p2) es polo de larectar: y = m.x + b sii r es recta polar de (p1, p2).

1.25. Centro de una conica:

El punto (cy, c») se dice centro de la cénica (Q, A) sii se verifica:

! (O’XO’Xl)T Foo> (1’ G, Cz)'A(}Xof:

o bien, equivalentemente,

"1 R (Po, PoCi PoC,)A=(1 0 0)

1.26. Teorema 1.2:

En las conicas de matriz regular (A€ 0) se verifica que si Agg = adj(agg) es no nulo,
entonces el centro es propio.

En efecto:
Bastara probar que el nUmero pg de la definicion es no nulo.

,} PoBoo ' PoGayt PeCa, = 1
(po, Po-C;, po.cz).A: (1 0 O)D 1 P8+ PGyt PoCray, 0Ob
1 Podos + PG, + PoCd, = 0

Despejando po por la regla de Cramer:
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1 Aoy Gy
0 a;, a,
— 0 a, ay _ 84,8, - a'fz — Abo 10

T T A A

1.27. Asintotas:

Se llaman asintotas de una cénica Q a las rectas polares de sus puntos del infinito.

1.28. Diametro de una cénica:

Una recta d: y = m.x + n se dice diametro de la cénica Q si contiene al centro (c,,
c,) de la conica.

1.29. Punto del infinito de una recta:

Se llama punto del infinito de la recta r: y = a.x + b a los puntos de rgo tales que
b = 0. Haciendo x = 1:
Se tiene: y =a+ b =a

Por tanto, el punto del infinito de larectar: y=a.x + b es (0, 1, a)

1.30. Diametros conjugados:

Dos diametros de una coénica (Q, A) se dicen conjugados sii sus puntos del infinito
son conjugados:

y=mx+n

]
i
Ty=mx+n

1.31. Ejes y vértices:

Se llaman ejes de la cénica Q a dos didmetros conjugados perpendiculares:

Osea,di:y=mx+n y d:y=m.Xx+n" sondidmetros de la cénica Q sii
contienen al centro, son conjugados, y, ademas, son ortogonales.

Es decir, si es (c1, C€»2) el centro de la cénica (Q, A):
c,=mc, +n, ¢c,=mc +n
&0 0
¢, 7_
(0, 1 m).Agl -=0
&y
mm'=-1

Los vértices de una cdénica Q son los puntos de corte con los ejes.
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2. ECUACIONES REDUCIDAS DE LAS CONICAS:

2.01. Reducir la ecuacién de una cénica:

La ecuaciéon general de una coénica del plano euclidiano sabemos que es de la forma
2 2 —
- X" tay.y +2.a12.xy+2a01.x+2a02.y+a00 =0

esta ecuacion podria simplificarse si, mediante una semejanza ortonormal logramos
que se anulen varios de los coeficientes a; de la matriz de la conica, de forma que
permanezca al menos uno distinto de cero en cada fila y cada columna (salvo las
limitaciones que impone el corolario 1.1.).

a) siesagy =agy = =0:

@, 0 09
A:g 0 a, O ~b Ecuacion : a, xX*+a,y’+a, =0
§0 0 a,p

b) siesagg =ap; =a;» = agy = 0

830 0 85, 0
A=¢0 a, O :b Ecuacion: a, x*+2a,y=0
&, 0 03

C) siesagg =age =ai;p, =a;1 = 0:

830 a, O 0
A=ca, 0 0 :b Ecuacion: a,y*+2a,x=0
80 0 a5

d) siesaps =agr =ai; =azp =0:

&, O 09
A=¢0 0 O0=b Ecuacion: a,y*+a, =0
€0 0 a,p

e) siesagy =age = agy; =a;, =0:
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6@00 0 09
A=¢0 a, 0:b Ecuacion: a,x*+a, =0
&0 0 Op
2.02. Teorema 2.1:
. . . . 1 ® 2.3, 0O .
Mediante la aplicacién de un giro de amplitud Q= —.arctggi; la matriz A
2 ap-ayg

de una coénica Q queda reducida a otra matriz semejante A', donde son nulos los
términos aj,":

B, 8y A0
A=cay a; 0+

a, 0 a, g

En efecto:
a 0 0 o
C he
Siendo la matriz del giro G= 90 Cosgq - seng-+, se tendra:
€ snq coxq g

a 0 0 028, 3y dy oad 0 0o

C - +C -
G.AG' =¢0 cosq - senq_f.gaUl a, a, ?90 cosq senq?:

&0 senq  cosq p&A;, @, a,pE0 - SNQ COSOg

gae Ay, a,, Cosq - a,,senq . a,Senx +a,, CosX S
= gam cosq - a,senq  a,,cos’q- 2a,sen2q +a,,sen’q 5 (a, - a,,).8en2q +a,,.cos g ::
g ,Senx + a,, Cos X %(a11 - a,,).sen2q+a,,.cosy  a,,sen’q +2a,,sen2q +a,, cos’ q;ﬂ
R 2 4.0
= Gagl CTRC P

S, A g
y, por tanto, haciendo a,, :%(an - a,,).sen2q +a,,.cosg =0

& 2a, 0

2a,, 1
resulta: tgx=—=—bP = —arctggiT
- Ay 2 8y- g

2.03. Teorema 2.2:
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Si a la matriz A" anterior se le aplica una traslacion T(h, k) de matriz
ad h ko
C as

T=¢0 1 O+ se obtiene la matriz

% 0 1

Ry, +20ay, +2kay, thia, +k'a, &, +ha, ag, +ka,?
A'=¢ a, *+hay, a, 0 =

g A, k-azz 0 Ay, [}

En efecto:

Basta realizar el producto de las matrices :
@ h kil A, . 0 09
A'ZT.A'.TtZQO 1 O-:(;:a(')1 ai1 O‘E(}h 1 0:=
& 0 1fa, 0 a,gk 0 15

?00 + Zh-atl)l + 2k'a('JZ + hzail + kzalzz aé)l + h'a;.l acl)z + k-alzz 9
= ¢ a;, +hay, a, 0+
g ap, + Kay, 0 & g
2.04. Teorema 2.3:
Si A'gg ! O se tiene que para h = - apg;'/a;1’, k = - agx'/as>"' resulta
@, 0 00
A=¢c0 a, 0=+
€0 0 a,,
En efecto:
e, ha, = ay- a, =0
a‘Ol - aOl 'all - a'01 ' 'a‘.Ll -
a11
_ ' q . _
ay, = ay, tka, =a, - fz-"5‘22 0
a'22
@, 0 00
por tanto es: A'=¢ 0 ail 0~
€0 0 a,,
2.05. Teorema 2.4:

Si A'go = O se tiene:

a)(a1'* 0 U a3'=0) v (a12' = 0 U az' ' 0)
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b) Si a;1' ' 0O, entonces parah = - ag;'/a;1" sera también ag:' = 0, y se dan
estos dos casos:

®0 0 a,0
bl) Siag,'* 0, entonces A'=¢0 a, O+

. 0 0,
@, 0 00
. " g " -
b2) Siag,'= 0, entonces A'=¢0 a; O+
¢ =
& 0 O Ota
c) Si ax,' ' 0, entonces para k = - ag,'/as,"' sera también ag,' = 0, y se dan
estos dos casos:
& a, 00
cl) Siag:'! 0, entonces A'= ga(l,l 0 0+
€0 0 a,,
R, 0 09
c2) Siap:'= 0, entonces A'=¢c0 0 O =+
€0 0 a,,
En efecto:
a) Sabemos que es a;2"' =0 y que Agp' = as1'.a22' = 0 y que no pueden ser

simultaneamente nulos los elementos a; 2, a1, az2 (por corolario 1.1.), por
tanto solo hay dos alternativas:

1. a3t O Yy a,' = 0
2. ax,' =0 Yy a;;" 0

b) Si a;1"* 0O y azx' = O se tiene que

. . . .oay, .
a01=a01"'h-a11=a01' ?1_311:0
1
a,, =8, =0

a,=a;,*0

para obtener los restantes elementos de la matriz, veamos las dos
alternativas respecto a ag»':

bl) Sies
. . . a. . . 2
A, top gy = Qg - 2-$301+ Zkaoz +$a11 =
1 1
:a50-£+2ka52
a,
1 & azd , .
ypara kK=-—=C8Ca,-—3 sa a, =0
28, 6 A g ”
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20 0 a,!
A=¢c0 a,; 0=+

G, 0 0
b2) Sies a, =0pP a, =a, +ka,,=0:
8@50 0 00
A'=¢c0 a; O
€0 0 0
€)Si a;1' = 0 y ax' ! 0O setiene que e

22

a, =a, =0
a,=a,!0

para obtener los restantes elementos de la matriz, veamos las dos alternativas
respecto a ap1":

cl) Sies

. . A, oA
a, ! 0b a,=a,- 2.a—‘.’2a02 +2ha, +—2a,, =

22 2

a2
-4 02 '
=8y -—+ 2ha01
22
9
1 & a,0

——Gay, - —2I Sera a, =0
2a01§ a22 4]

ypara h=-

gﬂ a, 060
A'=ca, 0 0=+
go 0 a,,

c2) Sies a, =0P a, =a,+ha, =0:

?& 0 09
A=¢0 0 0=
go 0 a,,
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3. INVARIANTES METRICOS:

3.01. /Qué son los invariantes métricos de una cénica?:

Sea una coénica Q de M?, de matriz A = (aij), y sea B = (byj) la matriz de paso del
cambio métrico (u ortonormal):

A" = B.AB
Es decir, es
éé‘ bOl b029
B=¢0 b, b12_
80 bZl bZZE
donde la matriz Et)n blz * es ortonormal, y ¢Bg==*1
21 2225

Se llaman invariantes métricos de la cénica Q a las funciones F(a;j) de los elementos
de la matriz de la c6nica que se mantienen invariantes en el cambio métrico (F(a;j)

= F&j) ).

Para determinar cudles son estos invariantes, veamos el teorema siguiente.

3.02. Teorema 3.1:
Los invariantes métricos de una conica de matriz A son:

1) cAc, 2) Aoo 3) a1 + ag
En efecto:

1) De ser A'= B.A.B' setiene: éAé=&8.AB'é= &e née &B'é =1.86081 =
A é

luego, efectivamente, es éA'é = EA é Se denomina primer invariante
métrico.

2) De ser

¢ y,° S g . .
by, bp+cay an &, sghy b11 by, +

Gy g =¢0
b, by Bgaoz a, ay ﬂgboz 2 22;21

at’Jl aO 9 g by, by 9?00 8, ap0xel 0 O fj
G azzg 80

se tiene:
aan a12 9_ ad, b,0a, a,088, b12
a12 azz ﬂ gblz b22 ﬂgaiz a,, ng1 bzz ﬂ

y siendo el polinomio caracteristico de una matriz invariante para los cambios
ortonormales, se tiene:
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a, - I a;, 2 a, a,
=17 (@ + )l +
a, Ay, - I ' ’ a, 3y
analogamente:
aﬂ.- I .a12 2. (a'22 +a'22)| + a%l a1'2
a, a, - I a, &,

identificando ambos polinomios, se obtienen los otros dos invariantes métricos:

Ay _[an A
a, a, [, a

que es el sequndo invariante métrico

a'22 + a'22 =a,, ta, que es el tercer invariante metrico
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4. CONICAS IRREDUCIBLES:

4.01. Coénicas irreducibles o regulares:
Se llaman irreducibles, o regulares, o propias,, a las coénicas (Q, A) que tienen no
nulo el primer invariante métrico.
Qirreducible U cA¢t O

En estas cOnicas no existen puntos singulares, pues si (po, p1, P2)-A = (0, 0, 0)
entonces seria pg = 0.

Las conicas regulares o irreducibles pueden clasificarse en dos grupos, segun que el
segundo invariante métrico sea distinto de cero o bien, sea igual a cero.
4.02. Primer grupo de coénicas regulares (Agp * 0):

La matriz reducida de estas coénicas, segun el teorema 2.3, es:

gag;o 0 09
A=¢c0 a, 0=+
go 0 a,,

Yy, por consiguiente, la ecuacion reducida queda:

" 2 " 2 R
X" ta,y +a, =0
los invariantes métricos son:
|A = ag.a,8,* 0
A)O = a'1l'a'22 ! 0
a11+a22 :all+a22 ! O

también, evidentemente:

|A = aoo- Ay

4.03. Teorema 4.1:
1°) La condicién necesaria y suficiente para que una coénica irreducible tenga centro
propio es que Agg * O.
2°) Si Ao ' O entonces el centro y los ejes son centro y ejes de simetria de la
conica.

En efecto:

1°) Es evidente, por definicién de coénica irreducible y teorema 1.2
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2°) Veamos en primer lugar que el centro de la conica es el origen (0, 0):
se tiene, por definicion de centro, que
ga'oo 0 0 98& 0
"(0% )T T, (1 € )60 ay 0+¢%+=0
€0 0 a,8xp
a0 0 .
(o G GJex = Gk, +oax 0P |7 20
0 sea:\Qy, Codyy, Gy, JCXy+=Coay Xy TGy, X = op IC -0
= I~ =
& &

en cuanto a los diametros, como contienen al centro (0, 0), sus ecuaciones seran
de la forma:

_d _d
y=—.X, y=—X
c

C
) ) _ d d d' c
y al ser ejes, seran perpendiculares: —.—=-1b —=-—
cc C d
y las ecuaciones de ambos ejes son de la forma:
c = dx
y=—X, =-—xb &

|
d % dy -cx
de la relacién de conjugacion:
@, 0 00x0d
(0cd)c0 a, 0=xd:=0b dc(a,-a,)=0b
S0 0 a, % cp
p‘% | si'a'illa'zzbc:d:OD ges: y=0, x=0
719 a, =a, b cualquier recta que pase por (0,0) es egje

4.04. Las conicas regulares del primer grupo con el segundo invariante
métrico positivo:

Se denomina ELIPSE a una cénica (Q, A) en la que

A0
Ay >0
4.05. Teorema 4.2:

En una elipse se verifica:

1) Tiene centro y ejes propios que son centro y ejes de simetria de la cénica
2) Sign(a;1') = sign(azz2’)

3) No tiene puntos en la recta del finito.
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En efecto:

1) Es inmediato, por el teorema 4.1
4) Siendo Agp = az1'.a22' =0 b Sign(a;1") = sign(azz2")
2) Veamos cual seria la intersecciéon de la elipse con la recta impropia:

i X, =0
1 2 ) T2
[ QeoXg X +a,X, = 0
pero el punto (0, 0, 0) no es un punto del espacio P2.

P X,=%=X%,=0

Se denomina Elipse real a una elipse tal que

sign(a;1™) = sign(az,™) ' sign(age"), 0, equivalentemente, signéAé?! sign(a;i"”
+ app™) = sign(ai1 + 22)

Se denomina Elipse imaginaria a una elipse tal que

Sign(a;1") = sign(az2") = sign(ago") , 0, equivalentemente, signéAé = sign(a;1"
+ apz") = sign(ai1 + 22)

Las elipses, tanto reales como imaginarias, se llaman Circunferencias si a;;' =
azo'

Las ecuaciones de estas cénicas son, en definitiva, de la forma:

AgeXo +8y,X +85% =0P a,X’ +a,y" +8, =0

La ecuacion reducida de una elipse real:

a,X* +a,,y" +a, =0P

O sea:

La ecuacién reducida de una elipse imaginaria:

8, Xt +a,yt +a, =0p ——+— =1
a% a%
a11 a22
O sea:
L _
¥+F__l con a=

La ecuacion reducida de una circunferencia real:

Al ey o, 0P x4yt =- e o o

&, Ay

O sea:
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a, a,
x?+y?=r? con r:J-—.‘?:J-ﬁ
all a22

La ecuaciéon reducida de una circunferencia imaginaria:

. " " a
a11X2+a22y2 + 8, =0P - X - y2 =—r==r
a; 8y

O sea:

4.06. Las coénicas regulares del primer grupo con el segundo invariante
métrico negativo:

Se denomina HIPERBOLA a una conica (Q, A) en la que

A0
Ao <0

4.07. Teorema 4.3:

En una hipérbola se verifica:
1) Tiene centro y ejes propios que son centro y ejes de simetria de la conica.
2) Sign(ai11”) * sign(azz")
5) Tiene dos puntos en la recta del finito.

En efecto:

1) Es inmediato, por el teorema 4.1
2) Siendo Agg = a;;'.az>' <0 b Sign(a;1™) ' sign(azz")
3) Veamos cual seria la interseccion de la hipérbola con la recta impropia:

N

| X, =0

',2 Y2
i . , P X, +a, X, =
a0 +apx +ad =00 T

por tanto, son puntos del infinito:

&®
¢o, 1, +
%
¢o, 1, -
&

al tener puntos del infinito, la hipérbola tiene asintotas (son, como ya sabemos, las
rectas polares de sus puntos del infinito):

0 0%do

AN Y,
L2l a a,
0 s Va Vo
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aOO — aO

Llamando a’=—2 y b’ =—2 se tiene:

Q

1 22

Por tanto las asintotas son:
b
y =+—X,
a

La ecuacion de la hipérbola quedaria asi:

" y2 ' y2 "2 — ' ' 2 "yy2 —
aooxo +a11X1 +a22X2 =0p a00+anx +a22y =0pP

O sea:

XZ
2

Y
a b

X
~%
a

y=-

=+1

Y
ab

o |T

X

0

X2

RSN
%&( %&4
a; 2

Una Hipérbola equilatera es una hipérbola que tiene perpendiculares sus dos
asintotas, o sea, una hipérbola en la que las rectas

b b
y=+—X, Yy=-—X

a a
son perpendiculares, esto es: b/a = a/b . Pero esto implica que a> = b?, o sea:
a = b.
Por tanto, la ecuacion de una hipérbola equilatera es: y2 - X2 =+1, y las
asintotas: y=X, Y=-X

4.08. Teorema 4.4:

La condicidon necesaria y suficiente para que una hipérbola sea equilatera es que se

anule el tercer invariante métrico.

En efecto:
— H 2 _ aOO - aOO R " " R
De ser a =b, se tieneque a* = b*p —=x—Ppb a,=-a, P a,+a, =0
all a22
Al revés, evidentemente, se verifica también.
4.09. Segundo grupo de coénicas regulares (Agp = 0):

La matriz reducida de estas coénicas, segun el teorema 2.4, es de alguna de las

formas:

20 0 a0 @0 a,
¢0 a;, 0% cay,

€, 0 0

5 &0

06
0 0+
0 a,,

Yy, por consiguiente, la ecuaciéon reducida quedaria del alguna de las formas:

a, x> +2a,y=0;

los invariantes métricos son:

2a, X+ @,y =0;
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|A=-a,a,! 0 o bien |A=-a,a;*0
Ay =0

a11+a22=a11 0 blen a11+a22=a22

Se denomina PARABOLA a una conica (Q, A) en la que

A
A =0
4.10. Teorema 4.5:
En una parabola se verifica:
1) Tiene centro impropio.

2) Tiene un eje propio, que es eje de simetria de la cbnica, y otro impropio (la
recta del infinito).

En efecto:

1) Por el teorema 4.1, y siendo A,, =0, el centro es impropio.

Para hallarlo, bastara considerar que (po, P pz).A:(l 0 O), despejando por
Cramer, se tendria:

1 a, O
O 0 O
0 0 a
P, :—322 = 9 =0
A A
0 1 O
a, 0 O
p, = 0 0 a;Z =_ ag’l'agz :i
' A B azz-aoi Aoy
0O 0 1
0 a, O
&% 0 0_0
== ' =—=0
P, A A

Y el centro impropio seria (0, 1, 0) para las parabolas de ecuaciéon reducida

a,y’ +2a,x=0

También:
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1 0 a,
0 a, O
0 0 0| o
P, =——m—=—= 0
A A
0 1 a,
0O 0 O
» 0 0
p, = iz = 2 =0
A A
0O 0 1
0 a,
p, = o, 0 - aozau - al(l)z-a"lll :i
2 — 0
A A - a11-a0§ Ay,

Y el centro impropio seria (0, 0, 1) para las pardbolas de ecuacién reducida
"2 " —_
a;, X" +2a,y=0.

2) Los ejes pueden ser, en principio, la recta rpg, asi como toda recta que pase por
el centro impropio de la cénica.

Veamos qué ocurre para las parabolas de ecuacidon reducida a;Zyz +2a;1x: 0 (el

centro impropio de la cénica es (0, 1, 0)):
El eje impropio es x =0
El eje propioes x, =0

Veamos qué ocurre para las parabolas de ecuacion reducida aﬂl_'lx2 + 2a;2y: 0 (el

centro impropio de la cénica es (O, 0, 1)):
El eje impropioes x =0
El eje propioes x; =0
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5. CONICAS REDUCIBLES:

5.01. Cénicas reducibles o irregulares:

Se llaman reducibles, o irrequlares, o impropias a las conicas que tienen nulo el
primer invariante métrico.

Q reducible U cA¢= 0

En estas coénicas existen puntos singulares, que se caracterizan a continuacion
mediante los teoremas 5.1 y 5.2.

5.02. Teorema 5.1:

En una cénica (Q, A) reducible se verifica:

a) Sirango A =2 y Ago ! 0, existe un Unico punto singular dado por

? AO%OO ’ Ab%bo g

b) Sirango A=2 y Agg = 0, se tiene:

b.1) Si Ag; * 0, el punto singular es el punto impropio gﬁ 1 AO%% 9
19

b.2) Si Ago * 0, el punto singular es el punto impropio é‘%, Ab/ ) 19
Abz 4]
b.3) Si Ag1 = Agz = O, son puntos singulares los puntos impropios

P Va4

B, 1 Al/ 0
8 Allﬂ
c) Sirango A = 1, existe una recta de puntos singulares.

En efecto:
0 1Pyt Payt P8, = 0
a) De ser: (Py, Py, P,)ACOSP i Pt Pan+t Pa,= 0
&5 1pap*t pa,+ pa,= 0

Tomando como pardmetro po en las dos Udltimas ecuaciones:
}, Pa; + Pa, = - Pedy
TP, D3y, = - Pl

" Podyr Q& a; a,
— &, ay

- Podo, Ay =-p :_pi
Avo S A, ° Ay

P
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a, Podo, a, 3-01

3, - Poly a, Abz
P, = = P =P
’ Ao ’ '%o " Ay

haciendo p, = 1, se tiene el punto singular ?, Ab/ , Ab/ Q
Aoo Aooﬂ

b) Seaahora rango A = 2 y Ago =0

b.1) Si es Agys * O escribimos el sistema en la forma:

poa01+ P2, = - By,
i Pody, + P2, = - P&y,

> ——s

e (0]
po=0,p2=pl-%b gO P, P a3

Y
haciendo p; = 1, se tiene el punto singular gﬂ 1 AO/ 1%
b.2) Si es Agz> * O escribimos el sistema en la forma:
[P P8 Pl oo, = A‘”Dgo pz : ng
TPl ¥ Pidy, = - Pay, g

haciendo p, = 1, se tiene el punto singular g‘%, AD/ , 19

b.2) Si Ag; = Ag = 0 entonces serd (por ser rango A = 2)::
aOO aOl 1 0 o blen aOO aOZ 1 0
a'OZL all a02 a22
en el primer caso:
i + ay = - p,a 0
PPt * Pif = - P, Py =0.p, = p, o= Az b EO o, 22 9
i Polor ¥ P&, = - Py, Azz g

en el segundo caso:
0&o + P2y, = - P8y

A & A, 0O
b p=0p,=p. =P g0 p, p 25
oaoz+ P2, = - Py, ° ? 1Azz g '

A &

resultando los puntos singulares: aa A&/ , 19 6%, A&/Q
> P na 8 Azz (%) y 8 l Allﬂ

¢) Sinrango A = 1, el sistema anterior se reduce a una sola ecuacion:

pOaOO + plaOl + p2a02 = O

que es una recta de puntos singulares.
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5.03. Teorema 5.2:
En una cénica (Q, A) reducible se verifica:
a) La recta determinada ~“por un punto singular y un punto de la cénica esta
contenida en la conica.
b) La recta determinada por dos puntos singulares es, toda ella, una recta de
puntos singulares.

En efecto:

a) Sean p un punto singular , y sea q un punto cualquiera de la cénica. La
recta que les contiene es de la forma cp + dq, y verifica la ecuacién de la cénica.

(cp+dg)Alcp' +dg' )= c?p.Ap' +dcg.Aq +cdgAgt +d?q.Ag =0

c) Sean p y g dos puntos singulares y sea X = (Xg, X1, X2) un punto genérico
de la cénica. Se tiene:

(cp+dg).Ax' = cpAX' +dgAx' =0

y la recta cp + dqg es singular.

5.04. Primer grupo de conicas irregulares:

La matriz reducida de estas cdOnicas, segun el teorema 2.3, es:

g@{;o 0 09
A=¢c0 a, 0=+
€0 0 a,,

Yy, por consiguiente, la ecuacién reducida queda:

" 2 " 2 R
X +a,y +3, =0
los invariantes métricos son:
|N = aOO'all'aZZ = Ol,J
AbO = a1l'a'22 ! 0
a11+a22 :all+a22 ! O

P a,=0

de donde, la ecuacién es, siempre, de la forma:

"2 " 2 —
a; X" +a,y” =0
5.05. Las cobnicas irregulares del primer grupo con el segundo invariante
métrico positivo:

Esto quiere decir
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4 =0
Ao >0

y por tanto, que sign(a,,) = sign(a,,), con lo que la ecuacién reducida de la cénica

es de la forma:
(}y +i / ’& X~
22 22

que representa a UN PAR DE RECTAS IMAGINARIAS NO PARALELAS.

5.06. Las conicas irregulares del primer grupo con el segundo invariante
métrico negativo:

Esto quiere decir

4 =0
Ao <O

y por tanto, que sign(a;)* sign(a,,) , con lo que la ecuacién reducida de la cénica

es de la forma:
9y+ / _(}y ’

que representa a UN PAR DE RECTAS REALES NO PARALELAS.

5.07. Teorema 5.3:

Una coénica reducible con Ago 1 O representard un par de rectas
perpendiculares si a;; + az, = O.

En efecto:

a) Si son imaginarias:

dal _'10 &Z-lo ail:-a;ZU aﬂl.'1+a;2:an+a22:0
22g8 aZZZ a22

b) Si son reales:
Jall 1’81 = l='10 a;lz_a;ZO ail+a22 a,ta, =0
22g8 22g 2

5.08. Segundo grupo de coénicas irregulares:
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La matriz reducida de estas conicas, segun el teorema 2.4, es de alguna de las
formas:

ga;o 0 00 @&, 0 09
¢cO 0 0% ¢O0 a; O+
€0 0 a,  £0 0 0O

y, por consiguiente, la ecuacién reducida quedaria del alguna de las formas:

" " 2 — N " " 2 —
a00 + azzy - O’ aoo + a11X - O;
los invariantes métricos son:

[A=0

Y resulta:

' &
©~=0, 0 bien ¢x+
o

y seran UN PAR DE RECTAS IMAGINARIAS PARALELAS si:

sign(ay,) = Sign(ay,) , o bien, si sign(ay,) = sign(a,)
y serdn UN PAR DE RECTAS REALES PARALELAS si:

sign(a,,) * sign(a,,) . o bien, si sign(a,,) * sign(ay,)

finalmente, serian UN PAR DE RECTAS REALES Y COINCIDENTES si agg" = O

5.09. Teorema 5.4:

a) Si A1 + A 0 las rectas son reales y coincidentes.

b) Si A;11 + Ao, > 0 las rectas son imaginarias paralelas no coincidentes.
c) Si A;1 + Ay, < 0 las rectas son reales paralelas no coincidentes.
En efecto:
a) Si Aj1 + A = 0 entonceses agg" = 0O
b) Si A1 + A, > 0 entonces Sign(a,,)=sign(a,,), o bien, si
sign(ay,) = sign(a,;)
c) Si A1 + Ay < 0 entonces Sign(a,)?! sign(a,,). o bien, si

sign(a,,) * sign(ay,)
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ANEXO 1

CUADRO RESUMEN

Pag 1/2

CONICAS REGULARES

A0
PRIMER GRUPO SEGUNDO GRUPO
Aot 0 Ay =0
Ayt 0 Ay =0

ELIPSE (Aoo >0) PARABOLA

HIPERBOLA (Ago < 0)
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Pag 2/2

CONICASIRREGULARES
A =0

PRIMER GRUPO SEGUNDO GRUPO
Ayt 0 Ay =0

[PAR DE RECTASIMAGINARIAS NO
PARALELAS] (Ao > 0)

PAR DE RECTASPARALELAS

PAR DE RECTASREALESNO
PARALELAS (Ao < 0)

NOTA: Las imagenes conicas han sido tomadas de la pagina web
http:/7/www.math.com/tables/algebra/es-conics.htm.
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ANEXO 2
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ANEXO 3

EJERCICIOSDE APLICACION

a) Enunciados:

10

11

12

13

&3 2 -2§
Escribir la ecuacion de una conica de M 2, cuyamatriz es A:g 2 1 0=
&2 0 -24

Hallar los puntos del infinito dela conicadel gercicio anterior.
Hallar cual hade ser el &ngulo de giro del sistema cartesiano de referencia para que no aparezca
el termino en x.y en laecuacion de laconica

X2 +2y? - 4x- 2y +[3xy+1=0
Determinar los invariantes métricos delas conicasdelos gjercicios 1y 2.

a) Determinese algun procedimiento de calculo parael centro de unaconica
b) Determinar las coordenadas del centro de la cénica de ecuacion:

13x* +5y® +4xy- 26x- 22y +23=0
Dadalacénica X* - y2 -1=0, sepide:
a) Lamatrizdelaconica
b) Larectapolar del punto p(3, 1).

c) Caculara paraque el punto g(a, 2) seael conjugado del punto p(3, 1).
d) Determinar €l polodelarecta y = 2x + 1.

Dadalacénica X* + y* - 2Xy+4x- 6y +8=0, sepide:
Calcular larectapolar del punto (3, 2), el polodelarecta 2x + 3y + 7 = 0, y €l centrode
laconica, s existe.

a) Expresar matemaéticamente larelacion de conjugacion de didmetros de una conica.
b) Hallese la ecuacion del didmetro conjugado de y = 2x respecto delaconica x* + y? =25

Calcular centro, gjesy vérticesdelaconica

- X +X+6x. - 4=0
. Reducir laconica

4x% - 2y® +8xy- x+5=0
. Clasificar lacénicaf y determinar su ecuacion reducida

f oy*-2xy+4y- 2x+3=0
. Dadalaecuacion siguiente, clasificar laconicay obtener su ecuacion reducida.

X? +2xy+y*+c- 2y+1=0

. Clasificar la conica dada por
13x? +5y% +4xy- 26x- 22y +23=0

obtener su ecuacion reduciday representar la cénica en un diagrama cartesiano.
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14. Clasificar laconica:
6X* + Xy- 7x- 2y*+7y- 5=0
Obtener su ecuacion reducida. Expresion cartesiana.

15. Estudiar laconica

25x?% - 20xy+ 20x+ 4y® - 8y+3=0

16. Estudiar laconica

4Ax? +y?- Axy+1=0

17. En unaparbolade ecuacion reducida y? = ax sedefine ladirectriz delamismacomo la
recta X = - al4,y sufoco por el punto F(f, 0) dondees f; =al4. Sepide determinar la
ecuacion de una parabola de este tipo en |os casos siguientes;

a) Laecuacion deladirectrizes x = -2,
b) Pasa por €l punto (6, 6)
c) Sufocoes F(3, 0).
5 o . i

18. Enunaelipsereal de ecuacion reducida Q—— +Q—— =1 sedefinelaexcentricidad e por

gag ebg

2 2

e:aT_b,ylosfocos los puntos Fl(«/a2 - b?, O) y Fz(' Ja? - b?, O).

Hallar laecuacién delaelipse, referidaaun sistemaortonormal en quelos gjesdela€lipse
coinciden con |os gjes de coordenadas, en cada uno de |os casos siguientes:

1) e=3/5 ydistanciafocal (distanciadesde el foco a origen) igual a 3.

J5

e=—, a=3
3

3)a=7 y laelipse pasapor p(‘;%, 170 O

e
3
4) Laelipse pasa por pa:é «/—0 y q(g 2 7
a
5) Dos vértices son (10, O) y (0, 6)
aeyo
19. a) Demuestraque en elipserea (;;—. e+ =1 losvérticesson lospuntos (a, 0), (-a, 0),
gag eébg

(0, b), (0, -b).
b) Probar que la distancia de cualquierade losfocos al vértice (0, b) es a.
¢) Probar que lasuma d+ d' delasdistancias delosfocos (f, 0) y (f, 0) aun punto

genérico delaelipse Q— : 8’8/_9 =1es 2a
gag eébg
. . . . 0 &y o
20. Enunacircunferencia real, de ecuacion reducida Q—T o=+ = =1, sellamaradioala
eag eag
constante a = aoo . Probar que todo punto de lacircunferenciadistaa del centro.
a22

CARLOS SANCHEZ CHINEA, MARCHENA, 2000




LOSINVARIANTESMETRICOSDE LASCONICAS INTRODUCCION

b) Soluciones:
23 2 -25
C -
1. Escribir laecuacion deunacénicade M2, cuyamatrizes A= ¢c2 1 0=
&2 0 -24

SOLUC: X? - 2y? +4x- 4y+3=0

2. Hallar los puntosdel infinito de laconicadel gercicio anterior.
soluc (0, 1 -2+414) y (0 1 - 2- 414)

3. Hallar cual hade ser el angulo de giro del sistema cartesiano de referencia para que no aparezca
€l termino en x.y en laecuacion delacénica

X2 +2y? - 4x- 2y +[3xy+1=0

2
soLuc: J = larctgﬁ =30°
2 Ay - ay

4. Determinar losinvariantes métricos de las conicasdelos gjercicios 1y 2.
SOLUC: enladel gercicio 1: W =-2, Ap,=-2, a,+ta,,=-1

enladd gercicio2: |A = - 371+2«/§, Ay =514, &, +a, =3

5. &) Determinese agun procedimiento de célculo para el centro de unaconica
b) Determinar las coordenadas del centro de la conica de ecuacion:

13x* +5y® +4xy- 26x- 22y +23=0

SOLUC:

éﬂoo Ao Gy 9881 0
a) Por definicion de centro (1, ¢y, Cy): (O, m, n)gam a, a,,+¢C,+=0,paratodom,n

&y, &, a,EC,p
Y deaqui: m-(a01 +oa,C + a12cz) + n(aoz toa,C * azzcz) =0

: . _dlagt a6t a,;,= 0

Y teniendo en cuenta que my n pueden ser nimeros cualesquiera: f :
TaOZ + alZCl + a‘2202 -
Queesun sistemalineal y, para que exista centro, hade ser compatible determinado, o sea:

A <[ 2

a12 a'22
(esta condicién se cumple siempre en las conicas tipo elipse o hipérbola)

b) en este caso es:
13 2
A, = =611 0

o

10

2
por tanto, existe centro, que es C(43/61, 117/61).

6. Dadalaconica X” - y* - 1=0, sepide

a Lamatrizdelaconica
b. Larectapolar del punto p(3, 1).
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c. Cdecular a paraque el punto g(a, 2) seael conjugado del punto p(3, 1).
d. Determinar €l polodelarecta y =2x + 1.

SOLUC:
21 0 0%
9 A=¢0 1 01
&0 0 -1
b) y=3-1
c) a=1

d) polo: p(-2, -1)

7. Dadalaconica X* + y* - 2Xy+4x- 6y +8=0, sepide:
Calcular larectapolar del punto (3, 2), €l polodelarecta 2x + 3y + 7 = 0, y € centrodela
conica, S existe.
SOLUC:

3
Rectapolar: Yy :ZX+ 2

Polode 2x+ 3y +7=0: No hay polo
Centro dela conica: no existe centro.

8. a) Expresar matemaéticamente larelacion de conjugacion de diametros de una cénica.

b) Hallese la ecuacion del didmetro conjugadode y = 2x respecto delaconica X2 + y? =25
SOLUC:

a)
. y w’OO aOl a02 (w 9

, . didmetros conjb (0, 1, m ~1:=0

i y mx+n J ( )(}am a; -G

l gaoz Ay, azzgm;

= mx+n

—— —

efectuando el producto matricia:  a,, +a,, (m+m’) +a,mm=0

B y=-1x
2

9. Calcular centro, gjesy vérticesde laconica

- X+ X2 +6x, - 4=0
SOLUC:

Centro: (-3,0)
Ejes y=0, X =-3
Vértices:

(- 3++/14,+i13)(- 3+/14,-iV13) - 3- +14,+i13) - 3- ¥14,-i/13)

10. Reducir laconica

4x% - 2y* +8xy- x+5=0
SoLUC:

Ecuacion reducida: % +6Xx°- 4y* =0

CARLOS SANCHEZ CHINEA, MARCHENA, 2000




LOSINVARIANTESMETRICOSDE LASCONICAS INTRODUCCION

11. Cladficar laconicaf y determinar su ecuacion reducida

foy?-2xy+4y- 2x+3=0
soLUC:

Clasificacion: Es una cénica reducible (éA&=0), del primer grupo (Ago * 0), y por ser Agy < 0 se
trata de un par de rectas reales no paralelas.

Ec. reducida:
y= /%_X, y=- /%_x
J5-1 J5-1

12. Dadalaecuacion siguiente, clasificar laconicay obtener su ecuacion reducida.
X? +2xy+y® +x-2y+1=0
SOLUC:

Clasificacion: Es una conica irreducible (BAé1 0), del segundo grupo (Age = 0), por tanto, se
trata de una pardbola

. 2 2
Ec. reducida: 'y = i\/;x

13. Clasificar laconicadada por
13x? +5y? +4xy- 26x- 22y +23=0

obtener su ecuacion reduciday representar la conica en un diagrama cartesiano.
SOLUC:

Clasificacion: Es una conicairreducible (A€! 0), del primer grupo (Age * 0), elipse(Age * 0)
y elipsereal (signéAé ! sign(ay; + a3 ).

Ec. reducida:
2 ('52 2 ('52
¢ x = Gy = 443
¢ LS T el
VAT IR VAT
Y
T 2ol b T
) 5
I\'\ & g jfll:“:
- o
"'\-\.\____\_ _\_____\__\_ _______,_,_,-—"'"—F‘_FF
1 1
a=—, bh=—
@= e

14. Clasificar laconica:
6X* + Xy- 7x- 2y*+7y- 5=0

Obtener su ecuacion reducida. Expresion cartesiana.
SOLUC:
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Clasificacion: Es una conica reducible @Aé = 0), del primer grupo (Age * 0), dos rectas no paralelas

reales (Agy < 0)
«/§+2X
J17- 2

Ec. reducidac y = *

15. Estudiar lacoénica
25x?% - 20xy+ 20x+ 4y® - 8y+3=0
SOLUC:
Invariantesmétricos;. éAé= 0, Agg = 0,ay7 + &> =29
Clasific: conicareducibley par derectas
A =adjay= 4, Ap=adja, = -25 P Ajx + Ay =-29 <0b par derectas paralelasreales
no coincidentes.

16. Estudiar lacénica
4% +y®- 4xy+1=0
SOLUC:
Invariantes métricos: éAé= 0, Agg = 0, a1 + &2 =5
Clasific: conicareducibley par derectas
A =adja;= 1, Ax=adja, =4 b Ai; + Ay =5 >0P parderectas paralelas imaginarias
no coincidentes.

17. En unapardbolade ecuacion reducida y? = ax sedefine ladirectriz delamismacomo larecta
X = -al4,y sufoco por el punto F(f;, 0) dondees f; = al4. Se pide determinar la ecuacion de una
parabola de este tipo en |os casos siguientes:
a) Laecuacion deladirectrizes x = -2
b) Pasa por €l punto (6, 6)
c) Sufocoes F(3, 0).

SOLUC:
gy? = 8
b)y? = 6x
0 y? =12
X .2 -y .2
18. Enunaelipsereal de ecuacion reducida 9—9 +QBQ =1 sedefinelaexcentricidad e por
eag ebg

2 2

e:aT_b,ylosfocos los puntos Fl(«/a2 - b?, O) y Fz(- Ja? - b?, O).

Hallar la ecuacion de laelipse, referida a un sistema ortonormal en quelos gjesdelaelipse
coinciden con |os gjes de coordenadas, en cada uno de |os casos siguientes:
1) e=3/5 y distanciafocal (distanciadesde el foco al origen) igual a 3.

/5

2e=—, a=3.
3)a=7 y laelipse pasapor p(i;%, E 109.
e 7 %]
4) Laelipse pasa por p(i;:%, E«/ég y q(? 3 Eﬁg
e 2 g e 4 g

5) Dos vérticesson (10, 0) y (0, 6)
SOLUC:
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