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1.1. CUERPOS:
Vemos en este primer apartado la definicion de
cuerpo o campo, junto con algunas condiciones
basicas de caracterizacion y de propiedades de
homomorfismo.
Def. 1.1:

Se llama, por definicion, cuerpo, a todo anillo (K,+,.), con elemento unidad e (*0)
tal que "al K-{0}, ¥l K/a.a'=a'a=ce.

Def. 1.2:

La ley "+" se llama ley aditiva del cuerpo y la ley "." se llama ley multiplicativa.

Prop. 1.1:

Para que un anillo (K,+,.) sea un cuerpo es condicién necesaria y suficiente que K-
{0} sea un grupo multiplicativo.

En efecto:

U Si K=K-{0} es grupo multiplicativo b "alK', $&1 K /a.a’=ata=-¢e
P K es cuerpo (por Def. 1.1).

PSi K es cuerpo b "alK', $a'l K /a.a'=ala=e P"." Es ley interna,
asociativa, con elemento neutro (el elemento e) y simetrizada P K=K - {0} es
grupo multiplicativo.

Prop. 1.2:

1°) En un cuerpo cualquiera K se cumple que "(a, b) I KxK, las
ecuaciones ax =b y vy.a=b tienen, cada una, una y solo una solucién, dada
por x=bla, y=b.a?.
2°) Dado un anillo cualquiera K tal que K:{O} y tal que "(a, b) T KxK
cada una de las ecuaciones a.x = b, y.a = b tenga al menos una solucién, entonces
K es un cuerpo.
En efecto:

19 ax=bpb atax=alb b (ata)x=albbex=a'b bx=alb.
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ya=bbyaal=ba'pby.(aal)=b.a'bye=ba'by=b.al.

si X', y' fueran también soluciones respectivas de a.x = b y de y.a = b, se tendra:
X = at.b ,x = al.b, por lo que es X = x y la ecuacién a.x = b tiene
solucioén unica.
y' =b. a*, y = b.a?, porlo que es y' =y y la ecuacién y.a = b tiene
solucién unica.

2°) Sea al K = K - {0}, entonces existe un e que es solucion de la
ecuacion a.x = a Yy existe también un e' que es solucién de la ecuacién y.a = a.
Esto es, cumplen que a.e=a y e'.a=a.

Ademas, es e = e', elemento unidad de K:

"rl K,$ml K/ma=r m(ae) =r b (ma)e=rpb re=r

i
b | b

"rT K,$ml K/am=r' ¥(e'a).m=r'b e€lam)=r'p €r'=r'

P e es, por tanto, elemento unidad a la derecha, y e'es elemento
unidad a la izquierda, por lo que e.e'=e'.e=e =-¢e".

En cuanto al elemento simétrico, veamos:
"r1 K,$ml K/ma=r j$al K/aa=e
=} % P $a,alm K/aa=aa'=eb
"rT K,$ml K/am=r 1sal K/aa'=e
P a.ad)=aeb (aa)a'=ab ea'=ab a'=a'b "al K- {0,
$a’l K/aa'=a'a=e

Por consiguiente, K es grupo multiplicativo b K es cuerpo.

Prop. 1.3:

Todo anillo integro, y en particular todo dominio de integridad con un numero finito
de elementos, es un cuerpo.

En efecto:

De Teoria de Grupos, A=A-{0} es un conjunto finito tal que "." es ley interna,
asociativa, con elemento neutro y simplificativa b (A, . ) es un grupo multiplicativo
b (A, +, .) es cuerpo finito, por Prop. 1.1.

Prop. 1.4:

Para todo dominio de integridad D, existe un cuerpo K y un homomorfismo
inyectivo
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f: D ® K.
En efecto:

De Teoria de Anillos, K seria el cuerpo de fracciones del dominio de integridad D.

Prop. 1.5:

Sea K un cuerpo y A un anillo (A * {0}). Si f: K ® A es un homomorfismo inyectivo,
entonces f(K) | A es un cuerpo isomorfo a K.

En efecto:

Kcuerpo b Kanillo b K anillo ~ f homomorfismo de anillos b f(K) es subanillo
de A.

Ademas:
a) (f(K), .) tiene elemento unidad:

Sea e el elemento unidad de K, +, .) b "xI K, f(x) = f(x.e) = f(e.x) = f(x).f(e) =
f(e).f(x) P f(e) es elemento unidad de f(K)

b) La ley multiplicativa de f(K) esta simetrizada:

fle) = f(x.x) = f(xt.x) b f(e) = f(x).f(x") = f(x1).fx) P f(x*') es el inverso
def(x) b b fx = [f)]?.

Luego, (f(K), + , .) es un grupo multiplicativo, y, por Prop. 1.1., es un cuerpo que,
por construccioén, es isomorfo a K.
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1.2. SUBCUERPOS:

Caracterizamos en esta pagina el concepto de
subcuerpo de un cuerpo dado. Pretendemos establecer
que el conjunto de los subcuerpos de un cuerpo K es
una familia de Moore y reticulo completo.

Def. 1.4:

Un subconjunto H de un cuerpo (K, +, .) se dice que es un subcuerpo de K si (H,

+, .) es un cuerpo. Si (H, +, .) es un subcuerpo de (K, +, .) se dira que K es un

supercuerpo de (H, +, .).

El conjunto B = {z1 K / x.z.x* = z, " xI K-{0}}, se llama centro del cuerpo K.

Prop. 1.6:

La condicion necesaria y suficiente para que Hi K sea un subcuerpo de (K, +, .) es
que:

"x,yIH,y10 (x-y)I H, xy* H
En efecto:

Hi K subcuerpo de K U (H - {0}) grupo aditivo y multiplicativo U
O ("xyiH y10 (x-y)T H, xy?!l H

Prop. 1.7:
El centro de un cuerpo K es un subcuerpo de K.

En efecto:
ix(z-2z)X '=xz,x'- xz,x'=2- z

R - |
"7,z 1 BX(B-{0})," xI K-{G},i P
I xz.2,"x  =xz.x xz, " x =2.2,"
iz-2"'18B
p izl 2 - P (B, +..) es, por Prop. 1.6, un subcuerpo de K.
T 4%
Prop. 1.8:

La familia Fx de todos los subcuerpos de un cuerpo K es una familia de Moore y un
reticulo completo.

En efecto:
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1°) Se sabe, de Teoria de Conjuntos, que una familia de partes de un
conjunto A es una Familia de Moore si es cerrada para la interseccion y si A es
elemento de la familia. En el caso de la familia Fx de los subcuerpos de K:

- KT Fy pues K es subcuerpo de K.

- {H3} 1 K, coleccion de subcuerpos de K b CG{ H:iT I} ={xI H /i
T13TF
2°) Considerando (Fx, | ), toda subfamilia {S;}ii; de F¢ tiene infimo y

tiene supremo:
inf{ S}i, =Sk,
sup{S};, =NH/HT F UST H,"il I}

Luego, (Fk, | ) es un reticulo completo.

NOTA 1.: En realidad, toda familia de Moore es un reticulo completo.

NOTA 2.: A toda familia de Moore, de partes definidas de K, le corresponde una
clausura de Moore, que se define como una aplicacion desde el conjunto de partes
de K en el conjunto de partes definidas de K (Fy) de modo que a cada parte X de K
le corresponde la minima parte definida X' que contiene a X. En el caso de la familia
de Moore de los subcuerpos, Fy, se tiene:

X1 K® X'=({HT F /X1 H}
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1.3. CARACTERISTICA DE UN CUERPO. SUBCUERPO PRIMO:

Se trata aqui de precisar el concepto de caracteristica
de un cuerpo y el de subcuerpo primo. Es importante
tener en cuenta que solo los cuerpos finitos tienen
caracteristica no nula, y, como veremos mas adelante,
esto tiene gran importancia a la hora de resolver la
ecuacion xV - x = 0, pues la caracteristica del cuerpo de
las raices esta relacionada con el grado de esta
ecuacion.

Def. 1.5:
Se llama caracteristica de x T K-{0}, car X, al minimo entero positivo p tal que p.x
= 0. Sera el elemento x de caracteristica nula si solamente es p.x = Ocuando p =
0.
Prop. 1.9:

1°) Todos los elementos de un cuerpo K tienen la misma caracteristica,
que representara, por tanto, un invariante del cuerpo. Se llama caracteristica del
cuerpo y se puede simbolizar por car K.

2°) La caracteristica de un cuerpo es cero, o bien, es un niamero primo.

39) " xI K-{0} se tiene:

- Si car K = 0, entonces el subrupo aditivo engendrado por X es
mondgeno infinito.

- Sicar K = p entonces el subrupo aditivo engendrado por Xx es finito
de orden p.

En efecto:

1°) La misma caracteristica:
carx = p, b ipXx=0_1(p-x).y=0 p,.y =
| |
cary=p, 7p,.y=0 7(p,.y)x=0 P, -X

O sea, " xlI K-{0}, car x = constante = car K.

N
I I,
~

2°) La caracteristica puede ser nula ( si p.x =0 b p =0), pues siempre es
0.x=0.

La caracteristica no puede ser 1 o -1, pues siempre es 1x = x 10 6 (-1).x
=-x 10.

La caracteristica es, por tanto, O o bien un namero p1 Z - {-1, 0, 1} donde p
puede ser un nimero primo o un nimero compuesto.
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Si p es compuesto, o seasi p=c.h (c,hT Z-{-1,0, 1}), se tendria:
p=ch ice=0
P (ch)e=(ce).(he)=0P j p
pe=0 1he=0
P p no seria caracteristica de K. Por tanto, p no puede ser
compuesto, sino primo.

3°) Si car K =0, entonces G, = {mx / miZ} es un grupo mondgeno
infinito engendrado por
X. Y si car K = p entonces Gy = {0, X, 2%, ..., (p-1)x} es un grupo
monaoégeno infinito engendrado por p.

NOTA 3: De lo anterior se sabe que (G, +), grupo monégeno aditivo engendrado
por X, es finito o infinito, segun que la caracteristica del cuerpo sea nula o no nula,
respectivamente. (Gy, +) es un subgrupo de (K. +), pero (G, +, . ) no es, en
general, subgrupo de (K, +, . ), pues, por ejemplo, si es Gx = {0, X, 2X, ..., (p-1)x}
se tiene que "r,sl[1, (p-1)] CN, rx.sx=rs.X* 1 Gy, pues x*1 x, salvo en los casos
de idempotencia. Asi, pues, los elementos de un cuerpo K engendran subgrupos
aditivos de K, pero sélo los elementos idempotentes (xX* = x) engendran subcuerpos
de K. Uno de tales elementos es el elemento unidad, e, del cuerpo (e® = e).

Def. 1.6:

El subcuerpo del cuerpo (K, +, . ) engendrado por el elemento unidad, e, recibe el
nombre de subcuerpo primo de K. Se representard en adelante por la expresion (P
7+, ).

El subcuerpo primo es asi, por construccion, el minimo subcuerpo de K, contenido
en cualquier otro subcuerpo de K. Esto quiere decir que los dementos minimo y

méaximo del reticulo completo de los subcuerpos de K (familia Fy) son:

Min (Fk) = Pk
Max (F) = K

La proposicion siguiente establece la expresion del subcuerpo primo.

Prop. 1.10:

El subcuerpo primo de K, Py es siempre cuerpo conmutativo y su expresion viene
dada por:

a) Sicar K=0, P.= {(me)(ne)*/ m,nl zx(Z - {0}
b)SicarK=p10, P«={0,e, 2e, ..., (p-1).e}

En efecto:
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La conmutatividad del subcuerpo primo es inmediata, pues (re).(se) = r.se = s.re =
se).(re), "r,s 1 Z? y se basa en la conmutatividad del anillo de los numeros

enteros.

a) Sicar K=0, L, = {(me)(ne)*/m,nT zZx(Z - {0})} cumple que Ly I Py,
y, ademas, Ly es cerrado para la multiplicacibn, que es asociativa,
distributiva respecto a la adicién y simetrizada, luego Ly es cuerpo b Ly =
Py

b) Si car K=p, L = {0, e, 2e, ..., (p-1).e} cumple que L I P, vy tiene
las propiedades de ser cerrado para la multiplicacion, la cual es asociativa,
distribuye a la suma y es simetrizada, luego Ly es un cuerpo b L= Py.

NOTA 4: El subcuerpo primo Py esta incluido en el centro B de K, pues se tiene
que "X K, x.(ne) = (ne).x, y también (ne)*.x = x.(ne)™.

NOTA 5: El subcuerpo primo Py de un cuerpo K de caracteristica p, Px = {0, e, 2e,
..., (p-1).e} es isomorfo al conjunto Z/pz, que es también un cuerpo. Asi, pues, se

tiene que es:

P« @Z/pz, si Py es finito.
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1.4. CUERPOS FINITOS:

En este apartado estudiamos someramente los campos de
Galois hasta lograr establecer que todo campo de Galois, K, es
el cuerpo de descomposicién del polinomio p(x) = x" - x donde
N = g es el orden del campo ( p es la caracteristica y r es la
dimensioén del espacio vectorial (K, +. ., Py), vy, asimismo, que
para toda potencia N = p', con p primo y r natural, existe un
campo de Galois que descompone al polinomio p(x) = X' - x.
Establecemos, también, que todo campo de Galois es perfecto,
esto es, que todo polinomio irreducible de K[x] es separable
(no tiene raices multiples).

Def. 1.7:

Un cuerpo con un numero finito de elementos se llama cuerpo finito, o bien, campo
de Galois. El orden de un campo de Galois, O(K), es el cardinal del cuerpo.

Prop. 1.10:

La caracteristica de un campo de Galois es un nidmero primo.

En efecto:

SicarK=0 b P={(me).(ne)*/ m,ni Zx(Z-{0}) } esinfinito U P i K
P Kesinfinito P K noescampo de Galois . Por tanto:

K campo de Galois b carK * 0 b carK = p U p primo

Prop. 1.11:
El orden de un campo de Galois es una potencia de su caracteristica. O sea:

K campo de Galois b TN /7 O(K) = (car K) "

En efecto:

Sea el espacio vectorial (K, +, ., Pk ), donde el cuerpo finito K es el grupo abeliano
de los vectores del espacio y donde el cuerpo primo de K, Py, es el cuerpo de los
escalares. Sea r la dimensién de este espacio vectorial y sea {vi, Vo, ..., V/} una

base. En estas condiciones, se tiene:

vi K, Vv = aj.vq, + a.Vp, + ... +az.Vv, |, al Py
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esto quiere decir que el numero total de vectores del espacio (o cardinal de K)
coincide con todas las maneras de tomar los p elementos ai del cuerpo Py en
subconjuntos de r elementos. Son, pues las variaciones con repeticion O(K) =
RVp,r = p° b OK) =(arK)".

Prop. 1.12:

Sea K un campo de Galois de N =p " elementos (p primo). Entonces, K es, salvo
isomorfismo, el cuerpo de descomposicién del polinomio x N - x . Ademas, K es

isomorfo a todo campo de Galois con el mismo nimero de elementos.
En efecto:

Sabemos que el cuerpo de descomposicién del polinomio p(x) es el cuerpo cuyos
elementos son las raices de la ecuaciéon p(x) = 0. En este caso es p(x) = X - x.

SeaK = K - {0}. SiesOK)=N b OK)=N - 1.

"a T K', el orden del subgrupo ciclico (a) dividleaN-1 b a!'! =e b a™ = a
P a™-a = 0. También es ON - 0= 0.

Entonces, "al K, & - a = 0y todos los elementos de K son las raices de la
ecuacion X' -x = 0. Osea: x"M-x = (x - a)).(x - a). ... (X - ap) UK
= {al, ao, , aN}.

El polinomio x N - x se descompone, pues, en K[x], en factores lineales, sin

gue esto ocurra para otro cuerpo intermedio H (H/ P.. I H I K ), puesto que si
H 1 K, entonces no contiene todos los ceros de x " - x.

Como el polinomio x ¥ - x tiene los coeficientes en Py (0 sea, x" -x T PJx]).
se tiene que el campo K queda determinado por dos ndmeros: por su subcuerpo
primo Py (o bien por su caracteristica p) y por el nimero r talque N = p/, ya
que su determinacion quedaria reducida, entonces, a obtener el cuerpo de
descomposicion de x N - x T Py[x], cuerpo de descomposicién que es (nico, salvo
isomorfismo. De esto se deduce que dos campos de Galois de igual orden son
isomorfos.

Prop. 1.13:
Dado p primo y r entero positivo, existe un campo de Galois K, tal que O(K) = p" .
En efecto:

Para todo p primo existe el cuerpo Z / pz de las clases de restos médulo p.

Sea P.. = {0, e 2e, ..., (p -1).e} uno de los infinitos cuerpos primos
isomorfos a Z / pz, siendo p = car (Py.).

Sea el polinomio p(x) = x N -x T Px], con N = p', y sea L un supercuerpo de
Py tal que es cuerpo de descomposicién de todo polinomio de Py[x] en factores
lineales.
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N

Veamos que los ceros de p(X) = X - X son todos distintos:
pPx) = NX'"1 -e = 0 - e =-e1 0 (pues Nx =0, "xT L). Entonces al
ser p'(x) = 0,"xTL, p(x) no tiene raices multiples.
Veamos que el conjunto {ai, a», ..., ay } de los ceros de p(x) = x N - x esun
cuerpo:
Y &N O
" 7 N _ a4 N N — 8 n K N-k —
a) "a,a,1 K,a" =a Ua =a P (a-a) —ggk‘—;ai (-a)" "=

Se acostumbra de denominar a este cuerpo K mediante CG(p"), o bien, CF(p").

Prop. 1.14:

1°) El producto de los elementos no nulos de un campo de Galois es igual a -e.

29) Si K = Z/ pz, entonces "x12Z, xP © x (mod p). (Teorema de
Fermat)

3°) Si K = Z/ pz, entonces (p - 1) ° -1 (mod p). (Teorema de
Wilson)
En efecto:

A NG 1 NG 1
10) x"N - x:Q(x- a)=(x- O).Q(x- q):xQ(x- a)p x"'-e=

N1 NG 1 NG 1 - N1 N1
=0x-a)=0x+0a=x""+0a P -e=02

i=1 i=1
29) siesK = Z/pz, K =CG(@{p) = Pcb xP ° x (modp), "x
1Tz
3°) SiesK = Z/pz , K =CGp = P = {0,,e 2¢e,...,((-
1).e} Ue =1b
b P ={0,1,2,...,p-1)} P -1 = 1.2. ... (p-1) b

(P - 1) ° -1
Prop. 1.15:

Si K es un campo finito tal que O(K) = N =p ", entonces el grupo multiplicativo K'
=K -{0} es ciclico.
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En efecto:

Sea K=K - {0}. Elorden de K es O(K) = N - 1 = m. Vamos a comprobar que
existe un elemento x de K' que genera al grupo multiplicativo (K', +).

Como los elementos de K verifican x" - x = 0 los de K verifican x" ! - e =
0, 0o bienque x™ = =e.

. . L . _ EN a, ay
Sea la descomposicion de m en factores primos la siguiente: M= p,".p, “..... Py

x™P =g tiene m/p; raices en K', todas distintas. Eligiendo un u; distinto de

m/ Pi

cualquiera de las raices de la ecuacion X =e . Se tiene:

aj & AL
llamando u™" =e p ¢” :(ui"" 8 ) =u" =eb el orden de ¢ es divisor de p
al \Veamos que el orden de cj es p; al exactamente:

& K
pues si ¢" =u"! eP (pues y no es, por construccién, raiz de x™" -e=0)

entonces el exponente minimo de c; con el que se obtiene e: es p 3l De todo
esto, O(c)) = p
Analogamente:
Oc)=p ™ , OC)=p2* , .. , OCW)=n"
Por lo cual, el elemento
X =C1.C2. ... .Ck P O(X) = 0(c1).0(C2) ... O(c)=p1?* . P22 . ... p=m
Es decir, en definitiva:

Existe un x 1 K' tal que su orden es el orden de K' b K'es grupo multiplicativo
ciclico.

El elemento generador x , que existe siempre en todo campo de Galois, recibe el
nombre especifico que se concreta en la definicién siguiente.

Def. 1.8:

Se llama raiz primitiva de la unidad, de orden m, o bien, raiz m-sima de la unidad,
en el cuerpo K, al elemento x generador del grupo ciclico conmutativo de orden m,
K'= K -{0}.

Se puede extraer el siguiente corolario: Todo cuerpo finito es conmutativo. Pues
todo grupo multiplicativo ciclico es conmutativo.

Prop. 1.16:

Todo campo de Galois es un cuerpo perfecto.
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En efecto:

Un cuerpo K se dice perfecto si todo polinomio f(x) T K[x] irreducible es separable,
es decir, no tiene raices mudaltiples. Si un polinomio tuviera raices mualtiples, éstas
anularian también al polinomio derivado f '(X). Veamos que esto no ocurre en el

anillo K[x], cuando es K un cuerpo finito.

Si f(x) y f'(x) tuvieran una raiz comun seria, para tal valor, f(x) = 0 y f'(X)
= 0 y siendo f(x) irreducible, f'(xX) = f(x).p(x), pero al ser grad f(x) > grad f
‘) P ') °ax) ° O
Para que f '(X) ° O es necesario y suficiente que f(x) sea de la forma:
f(X) = co + C1.xp + C2.X?P + .+ co.X®P, ¢l K
Pero en este caso no seria f(x) irreducible, pues:
"Ci1T Kb ¢i¥V -c¢c =0b (ipr) -ci=0pb (ciP*)yY-ci=00b
aip - C = 0,
siendo a; = ¢; 1. O sea:
f(X) =co + C1.X + ... + cs.XP = (ap + a;.x + .. + as.x)’ b

f(x) no es irreducible

Luego, si f(x) es irreducible b f(x) y f'(X) no tienen raices comunes b f(x)

es separable b b K es cuerpo perfecto.
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1.5. EXTENSION DE UN CUERPO:

Veremos aqui el concepto de extensién de un cuerpo, de
extension por adjuncidon, de extension simple, de
extension trascendente y de extension algebraica, asi
como el hecho de que toda extensién por adjuncidn es
una clausura de Moore en el reticulo de los subcuerpos
de un cuerpo dado.

Def. 1.9:

Se llama extension de un cuerpo K a otro cuerpo L que contiene un subcuerpo
isomorfo a K. Es claro que un cuerpo es una extensidn de cualquiera de sus
subcuerpos.

Def. 1.10:

Si el cuerpo L es extension del cuerpo K, puede considerarse el espacio vectorial L
sobre el cuerpo K. La dimensién de este espacio vectorial se llama grado de la
extension y se simboliza por ( : K) o (L /K), simbolos utilizados también para
indicar que es L extensiéon sobre K y se lee "L sobre K".

Def. 1.11:

Si K es un cuerpo, H subcuerpo de K y S una parte cualquiera de K, el minimo
subcuerpo que contiene a Hy a S se denomina extension de H por adjuncién de Sy

se simboliza por H(S).

Es claro que H(S) = (HUS)', es decir, se trata de la clausura de Moore en la famila
de Moore de los subcuerpos de K.

Si S tiene un solo elemento, S = {a}, H(S) se dir4 extension simple del cuerpo H.

Prop. 1.17:

Si H es un subcuerpo de Ky S;, S son dos partes cualesquiera de K, se cumple
que:

H(S1US2) = H(S1)(S2)
En efecto:

Por definicion es:

H(S1US>3) = (H U (S:USy))’ (clausura de Moore)
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H(S1)(S2) = (H(S1)U(S2))' = ((HUS1)' U Sy)! (clausura de Moore)
a) puesto que H, Si, Sy | H(S1)(S2) b H (S1USy) I H(S1)(S>2)
b) puesto que H,S; | H(S1US,) b H(S1) i H(S1US,) b H(S1) i H
(S1USz) US, I H(S1US2) P H(S1)(S2) I H (S1USy)
Por tanto, de a) y de b), es H(S1)(S2) = H (5:US3)

En particular, H(ai, a2, ..., ay) = H(a1)(az)...(an), es decir, se puede reemplazar la
adjuncién simultanea de n elementos del cuepo K por n adjunciones sucesivas.
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1.6. EXTENSIONES TRASCENDENTES Y ALGEBRAICAS:
Definimos los conceptos de extension trascendente y de
extension algebraica de un cuerpo, y comprobamos que

todo campo de Galois es extension algebraica simple de
sSu subcuerpo primo.

Prop. 1.18:

Dado un cuerpo conmutativo K, un subcuerpo L, y un homomorfismo F: K[x] ®
K[a], "a 1 L, tal que "f(x) T K[x], es F(f(x)) = f(a), se cumple que los anillos K[x]
y K[a] son k-isomorfos.

En efecto:

Ker F = {f() T KIX]/F(f(x)) = f(a) = 0}

Los polinomios de ker F son, pues, los tg + t;.x + t2.x2 + ...+ tn.xX" tales que se
verifica que

to+f.a+ta’l+ ...+ t,.am=0

Descomponiendo candnicamente el homomorfisno F, se tiene:

K_[x] ® Kla

K[x|/KerF » K]a]

De lo cual:

K[x]/ Ker F » K[a] y es un K-isomorfismo, pues todo elemento de K
permanece fijo.

Def. 1.12:

1°) Dado L supercuerpo de K, se dice que a 1 L es trascendente sobre K si
cualquier homomorfismo F de los definidos en Prop. 1.18 es tal que Kerf F = {0}.

Esto es, si al L es transcendente sobre K, entonces ningin polinomio no
nulo to + t1.X + th.x? + ... + t,.X™ se anula para x = a.

2°) Dado L supercuerpo de K, se dice que a 1 L es algebraico sobre K, si, para
el homomorfismo F se tiene que Ker F = {0}.

Esto es, si a 1T L es algebraico sobre K, entonces existen polinomios no
idénticamente nulos to + t;.X + t.X° + ... + . X" que se anulan para x = a:
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to+fa+ta’l+ ...+ t,.a" =0

Def. 1.13:

1°) Una extension L de K se dice trascendente si $a 1 L tal que a es
transcendente sobre K* [ L / K* » K.

2°) Una extension L de K se dice algebraica si al L, a es algebraico

sobre K* I L/ K* »K.

Prop. 1.19:
Sea F: K[x] ® K[a] tal que, "f(x) 1T K[x], es F(f(x)) = f(a) y sea al L
algebraico sobre K | L, es decir, Ker F * {O}. Entonces se cumple que Ker F es

ideal principal, primo y maximal y se verifica que K[x] / Ker F » K[a] = K(a).
En efecto:

a) Ker F es principal por ser K[x] anillo principal. Sea p(x) T K[x] la base
de este ideal:

Ker F= (p(X))

b) Ker F es irreducible, pues caso contrario seria p(X) = pi(X).p2(xX) VY
p@ = pi(@).p2(8d) = =0P p(@d) =0 v p(a = 0 (pues K[a] es dominio de
integridad) P p:(xX) TKer F v ;(X) T Ker F P contradictorio con que p(x) es base
de Ker F.

Por tanto, p(x) es irreducible y Ker F = (p(x)) es ideal primo.

¢) En un anillo principal, sin divisores de cero, todo ideal primo es maximal.
Luego Ker F es, efectivamente, ideal principal, primo y maximal.

Por otra parte:

K[x] max imal

b K[x]/KerF  cuerpob
con dem. unidad

K[x] maximal b EK[X]

1 K[x]/ KerF  cuerpo

Ui KerF » K[a] P KLl cvermo

Esto quiere decir que K[a] es cuerpo y K[a] | K(a) U K(a) es el minimo cuerpo que

contiene a K y a a. Por tanto, es K[a] = K(a).
Entonces: K[x] / Ker F » K[[a] = K(a)
Prop. 1.20:

Todo cuerpo finito es extensiéon algebraica simple de su subcuerpo primo.
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En efecto:

Por Prop. 1.15 sabemos que todo elemento de K' =K - {0} es de la forma &',
donde e es la raiz (N -1)-sima de la unidad:

d-e =0
es decir, ees elemento de K algebraico sobre Py.

Por ser e generador de K, se tiene que K es el minimo cuerpo que contiene a Py.
y a

K= Pu(® = Pl d

K es, pues, extension simple de Py. y, como el K es algebraico sobre P, , K es
extension simple de Py.
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