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0. Objetivos y procedimientos de la exposicion:

0.1. Objetivos:

El objetivo de esta exposiciobn es la presentacion de la integral de
Lebesgue-Stieltjes para funciones de una sola variable, con generalizaciéon
para n variables.

0.2. Procedimientos:

Estudiaremos el tema intentando presentar en primer lugar el concepto de
clase aditiva de conjuntos, y viendo como toda familia C de conjuntos
engendra una clase aditiva minima; en particular, la familia de los
intervalos de R, que engendran, como clase aditiva minima, lo que se llama
clase de Borel.

A continuacion intentaremos presentar alguna forma o modo de medir
conjuntos, tratando de definir una medida. Empezaremos definiéndola para
intervalos de R, luego para conjuntos que sean unidbn de sucesiones
numerables de intervalos de R, hasta, finalmente, establecer una clase L de
conjuntos que admitan tal medida. Serd esta clase lo que llamaremos
clase de los conjuntos medibles.

El siguiente paso en el procedimiento de la exposicion es generalizar la
medida a funciones de conjuntos, y trabajar con una P-medida dada.
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1. Clases aditivas de conjuntos. La clase de Borel:
Definicion 1:

Dado un espacio S, una clase de conjuntos de S, F*, es aditiva cuando, Yy solo
cuando, se verifique que:

a) SI F*

b) Si todos los elementos de la sucesiéon numerable S;, S, ..., S, pertenecen a F* ,
entonces la unién también pertenece a F*: S;-US,U ... US,T F*

c) Si A pertenece a F* también su complementario S - A pertenece a F*.

Se prueba trivialmente que si F; y F, son dos clases aditivas del espacio S, también
F1CF2 es una clase aditiva del espacio S.

Teorema 1:

Dada una familia C de subconjuntos de S, existe siempre una clase Fp, de
subconjuntos de S que cumple:

1) CI Fp.
2) Fy es clase aditiva.
3) Fp es la minima clase aditiva que contiene a C.

Demostracion:

Sea F’ la clase definida por:

F={F/C1TF y F_clase_aditiva_de_S}
Es claro que F’ * A, pues, al menos, el conjunto P(S) de las partes de S pertenece

a F’. Consideremos entonces:
Es inmediato que Fy, es clase aditivay C1 F,. Ademas se prueba facilmente que es
la minima clase aditiva que contiene a C.

La clase Fy, se llama clase aditiva engendrada por C.

Definicion 2:

Si C es el conjunto de los intervalos de R (abiertos, cerrados y semiabiertos),
entonces, la clase Fy, engendrada por C se llama clase de los conjuntos de Borel de
R, y se denota por B.
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2. La medida de Lebesgue:
Definicién 3:

Sea S un conjunto y H’ una familia de subconjuntos de S. Una medida definida en
H’ es una aplicaciéon L:H’-> R que verifique las dos condiciones siguientes:

a) Para todo conjuntoH de H” es L(H) 3 O.

b) Si H es la unién de conjuntos disjuntos, H, de la familia H entonces la medida
de H es la suma algebraica de las medidas de los H;.

H=H,EH,E ... U H;C Hj=& b L(H) =L(Hy) +L(H) + ...
Teorema 2:

Si i = (a, b) es un intervalo en R, entonces L(i) = b —a es una medida en la
clase 1 de los intervalos de R.

En efecto:

a) Trivialmente, L(ix) =bkx—ax 3 0, " k.
b) Para una sucesion de intervalos disjuntos {ix} = {(ax, bx)}, se cumple que L(Siy)
= SL(ik)-

Asi, pues, L (longitud del intervalo) es una medida en la familia I’ de los intervalos
de R.

Teorema 3:

Sea Fr la familia de conjuntos de R que pueden expresarse como reunién de una
sucesion numerable de intervalos de R.

Es claro que 1 1 Fr. Si definimos sobre Fr una aplicacion Lr:Fr — R de forma
que Lr aplicada a un elemento F de Fr que también pertenezca a | coincida con la
medida L definida anteriormente en I, entonces se cumple que Lr es también una
medida en Fr.

En efecto:
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"IHFr, ]l =11EI2E ... EIn conlj ¢ Ik =/, siilj

con lo cual, esL(l) =L{1) +L{2) + ... +L{IN).

Definicion 4:

Sea el espacio formado por un intervalo (a, b) de R y consideremos un conjunto
S1 (a, b). Sea, asimismo, un elemento I de la clase Fr se verifica que S1 11
(a, b), lo cual puede hacerse siempre, pues, al menos, se podria tomar 1 = (a, b).

En estas condiciones, definimos:
Medida exterior, Le(S), del conjunto S, es el extremo inferior o infimo del
conjunto de numeros reales dado por {L(1) /7 | es un conjunto soportey S1 11
(a, b)}. Esto es:

Le(S) = infim {L(1) 7 I es un conjunto soportey ST 11 (a, b)}

Medida interior, Li(S), del conjunto S, es b- a menos la medida exterior del
complementario S’ de S en el espacio (a, b):

Li(S) =b — a—Le(S)

Definicion 5:

Un conjunto acotado S se dice que es medible, si, y solo si, sus medidas exterior
e interior coinciden.

Tal valor comin L(S) = Le(S) = Li(S) se llama medida de Lebesgue del
conjunto S, o, simplemente, medida del conjunto S.

Definicion 6:

Un conjunto no acotado S se dice que es nedible, si y solo si, es medible para todo
valor de x > o la intersecciéon ix € S (donde es ix=[-x, X]). En tal caso, se
define la medida de Lebesgue, o medida, del conjunto S por el limite:

L(S) = lim (Ix C S)
X= |

Definicion 7:

Se llama clase de los conjuntos medibles lebesgue, o, simplemente, clase de
los conjuntos medibles, a la clase L formada por todos los conjuntos, acotados o
no, que admiten la medida de Lebesgue. Una medida de estas caracteristicas
resulta ser, ademas, Unica.

La clase L resulta ser, pues, una clase mas amplia que la clase B de los conjuntos
de Borel de R..

La nocion de medida de Lebesgue puede generalizarse definiéndola como una
funcién de conjunto sobre la clase B de los conjuntos de Borel.
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Definicién 8:

Una funciéon de conjunto no negativa y aditiva es una funcién de conjunto
P(S), definida sobre B, que satisface las condiciones siguientes:

1)P(S)* 0, *S

2)P(S1E S;E ... ES, ) =P(S) +P(S2) + ... +p(Sn, si S§ C Sk =A&
para j 1 k.

3) SiSes acotado b P(S) finita.

Definicion 9:

A toda funcién de conjunto, P(S), le corresponde una funcién de puntos F(x; k), k
constante, definida de la manera siguiente:

i P(k<xE£Xx) para_ x>k
0 para_x =Kk
Lo P(x<x£Kk) para_x <k

Teorema 4:
1) Sies k; < kz, entonces, es f(X; ky) - f(X; ko) = P(ki<X£ k).

2) Para un valor fijo ko, y llamando f(x) a f(Xx; ko), se verifica que, f(x; k) = f(X)
+ const, " kI R

3) Para cualquier medida P queda definida una funciobn de puntos f(x),
determinada salvo una constante, no decreciente y finita para todo valor finito
de x, de modo que la relacién

f(b) —f(a) =P(a<x£Db)
se verifica para cualquier intervalo (a, b) finito.
En efecto:
1) siesx>kl=>k2:
f(x; k) = P(k2<x£x)
f(x; k1) = P(ki<X£ X)
0 sea:
f(x; k) - f(x; ko) = P(ki<x£E£xX) - P(k2<x£ X) = P(ki< x££ ky)
si es k1 > k2 >x:
T(x; k2)
f(x; k1)

0 sea:
f(x; ky) - f(x; ko) = P(Xx< x£ky) - P(X<xXx£k;) = P(ky<Xx£ ky)

- P(x< x£k3)
- P(x< x£Kky)
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luego, en todos los casos se verifica que f(X; k) - f(x; k) = P(ky < x£
k2).

2) sies ko> k:

fOG K) - (X5 k) = P(ks x £ko) P f(x; K) = f(x; k) + P(k
< xX£Ekg b
P fO; k) = f(X) + P(k < x £kg) P f(x;k) = f(X)+ const.

si es kg < k:

f(x; ko) - G k) = P(ko< x £K) P f(x; k) = f(X; ko) - P(ko <
x £ k)b
P f(x; k) = f(X) + P(k < x £kp) P f(x;k) = f(X)+ const.

luego, en todos los casos se verificaque f(x; k) = f(x) + const, " kI R
3) sies x> Kg:

f(xX) = f(x; ko) = P(ko < x £x), por lo que es:
f(a) = f(a; ko) P(ko < x £ a)
f(b) = f(b; ko) P(ko < x £ b)
Yy, por consiguiente:
f(b) — f(d) = P(ko < X £ Db) - Pk < x £ a)=P(a <

x £ b)
si es kg < X:

f(x) = f(x; ko) = P(ko < x £Xx), por lo que es:
f(@) = f(a; ko) = P(ko < x £ a)
f(b) = f(b; ko) = P(ko < X £ b)
Yy, por consiguiente:
f(b) — f(a) = Ptko < xX £ Db) - Ptkop < x £ a) =P(a <
x £ b)

luego, en todos los casos se verificaque f(a) - f(b) =P(a < x £ b)

3. Sumas de Darboux. Propiedades de monotonia:
Definicion 10 (definiciéon de las Sumas de Darboux):

Sea una medida dada sobre la clase B de los conjuntos de Borel, dada por una
funcién de conjuntos P(S) o por la correspondiente funcién de puntos f(Xx; K), que
llamaremos P-medida.

Sea S un conjunto de Borel, de P-medida finita. Sea P(S) el conjunto infinito de
todas sus particiones disjuntas, esto es, sea P (S) = {P /P particidon disjunta de
S}={P/S=ESj; 4y SiGCSk =&, si i1 k3}

Sea asimismo g(x) una funcién definida y acotada en todo punto x de S, es
decir, una funciéon para la que existen siempre dos ndmeros reales, my M, tales
que m £ g(x) £ M para todo punto de S, y, también, para todo subconjunto
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Si, de la particion disjunta P ={ES; g SiGC Sk =& si i ¥ k}, existen nimeros
reales m; y M;, talesque m; £ g(x) £ M, para todo punto de S;.

Entonces:

a) Se define Suma Superior de Darboux sobre el conjunto S para la
particion disjunta P y respecto a la funcién g(x) como la expresion:

U(SP,g)= 4 M, P(S,)

k=1

b) Se define Suma Inferior de Darboux sobre el conjunto S para la particion

disjunta P y respecto a la funcién g(x) como la expresion:
n

I(S,P,9) = & M-P(S)
k=1
Teorema 5 (Propiedades de monotonia):

Sea g(x) una funcidon de P-medida finita, definida y acotada en S,y sean P,y P>
dos de las particiones disjuntas de S. Se verifica, entonces:

a) m.P(S) £ I(S,P,g(x)) £ U(S,P,g(x)) £M.P(S)

b) UG, P, g(x)) £ UGS,P,gXx)) vyI(S,P,gXxX)) £ IS5, P’,gx)), si P’
EP.

) I(S,P1,a(x)) £ U(S, P, g(x)), paratodo par de particiones P, y Po.

d) Existen los nimeros reales supremo del conjunto infinito de las sumas inferiores
y infimo del conjunto infinito de las sumas superiores. Esto es, existen los nimeros:

sup {I(S,P.g(x))/ P 1 P(S)}
inf {U(S,P,g(x))/ Pi P(S)}

En efecto:
a) Para todo conjunto Sy, de la particion P se verifica:
mE£ mg £ MEM b m.P(Sy) £ m.P(SK) £ M.P(Sk) £ M.P(Sx)
y, sumando, para todos los n puntos de la particién P:
g g d g
2‘1 mP(S,) £21m.P(SK) E% M, .P(S) EEIM P(S)

es decir:
m.P(S) £ I(§,P,g(x)) £ U(S,P,.g(x)) £ M.P(S)

b) Sean Py P’ de modo que P I P’. Para probar la proposicion bastara suponer
que P’ tiene un solo subconjunto mas que P, es decir:

P = {S]_, 821 LR Sn-ly Sn}

P = {S1, S2, ..., Sn-1, Sn1, Sn2}
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donde es S, = S E S YV Sh1 € Sno = &. Cumpliéndose que mp £ mpi y My £
M, para i =1,2.

Veamos las Sumas de Darboux:

ISP g(0) = & MP(S) + My P(S,) + My P(S,) & MAP(S,) + M, P(Sy) +

k=1 k=1
+mP(S,) = A& M P(S)+m.(P(Sy) +P(S,,) = & M P(S) +m, P(S,) =
k=1 k=1
=4 m.P(S,) =(S,P,g(x)
k=1
n-1 n-1
U(SP,g(x) =a M, .P(S)+M ,.P(S) +M,.P(S,,) £& M, .P(S)+ M .P(S,) +
k=1 k=1
n-1 n-1
+M,.P(S,) =a M P(S)+M,.(P(Sy) + P(S,,) =Q M .P(S)+ M,.P(S,) =
k=1 k=1
=a M.P(S,)=U(S,P,g(x)

=
1l

1

c) Para probar esta proposicién consideremos la interseccion de las particiones P ;
y Pa:

P={SiCS;/7Sil P,y S;T P>}
entonces,es P; i P P> i P ,porlocual:
I(S,P 1,9(X)) £I(S,P.g(x)) £ U(S,P.g(x)) £ U(S,P2,9(X))
d) Los conjuntos {I(S,P,g(x))/ P T P(S)} v {U(S,P,g(x))/ Pi P(S)} estan,
por lo visto en a), superior e inferiormente acotados, respectivamente, por lo

cual tienen supremo e infimo. Esto es, existe el supremo de las Sumas
Inferiores de Darboux, y existe el infimo de las Sumas Superiores de Darboux.

4. Integral superior e inferior respecto a una P-medida. Funciones
integrables Lebesgue-Stieltjes.

Definicion 12 (de la integral inferior y superior):
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El extremo superior, o supremo, de las Sumas Inferiores de Darboux se llama
integral inferior de la funcién g(x) sobre el conjunto S respecto de la P
medida. Escribimos:

P )dP(S) =sup{I(S,P,g(x)/P T P(S)}

El extremo inferior, o infimo, de las Sumas Superiores de Darboux se llama
integral superior de la funcién g(x) sobre el conjunto S respecto de la P
medida. Escribimos:

&(X).dP(S) =irf{ U(S,P,g(x))/P 1 P(S)}

Teorema 6:

La integral inferior es siempre menor o igual a la integral superior:
P X)AP(S) £3p(x).dP(S)
s S

En efecto:
Puesto que es  ((X).dP(S) =inf{ U(S,P,g(x))/P T P(S)} se tiene que dado un e
S

> 0 existe una particion P, de S tal que U(S,P,,9(x) £ (g(X).dP(S)+e, y como
S
para toda particibn P de S es I(S, P, gx)) £ UG,P, g(x)), resulta

que (P(X).dP(S) + e es una cota superior para el conjunto de las sumas inferiores
S
I1(S, P, g(x)). Luego, es:

P (X)dP(S) £9(x).dP(S) + e, y siendo e arbitrario, sigue el teorema.
S S

Definicion 13 (de la Integral de Lebesgue -Stieltjes):
Se dice que la funcién acotada g(x) es integrable en S con respecto al P-medida
dada si las integrales superior e inferior coinciden. El valor comin de ambas se

llama Integral de Lebesgue Stieltjes de la funcién g(x) en el conjunto S.

Q(X).dP(S) =inf{ U(S,P,g(x)/P 1 P(S)} =sup{I(S,P,g(X)/P 1 P(S)} =

S

= P)dP(S) :ép(x).dP(S)

En el caso particular de que F(x) = Xx sigue que P(S) = L(S) y la definicién
anterior es la de la Integral de Lebesgue de la funcién g(x) en el conjunto S.

10
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Teorema 7 (de caracterizacion de la Integral de Lebesgue -Stieltjes):
Son equivalentes las siguientes proposiciones:
a) g(x) es integrable en S respecto de la P-medida.
b) Para todo e > O existe una particion P¢ de S tal que para cualquier otra particion
P de S que cumpla que P, I P se verifica que
0 £UGS,P, g(x)) - I(S,P,g(x)) <e

En efecto:

Veamos en primer lugar que a) b b):

P(X).dP(S) =in{ U(S,P,g(x))} P " P, $e >0/ cg(x).dP(S) +§ 3 U(S,P,g(x) b

b P, $e>0/ £§

U(S,P,g(x))- cp(x).dP(S)
P (X).dP(S) =sup{I(S,P,g(x))} P " P.,$e> 0/ cg(x).dP(S) - 23 [(SP,9(x) P

b "P,$e>0/

ISP, g(x) - (p(x)dP(S) £ g

Por tanto, se tiene:
"P..%e> 0/|U (SP.,9(x))- I(S,Pe,g(x))| =

£

=U(SP..9(x))- @(¥).dP(S)- I(S,P.,g(x) + y(x).dP(S)

+ £§+§=e
2 2

EIU(S,P..9(x) - a(X).dP(S)| +|I(S,P..g(x))- B(X).dP(S)

Veamos ahora que b) b a):
"P,,$e> O/|U (SP.,9(x) - I(S,Pe,g(x))| <eb U(SP.,g(X)<I(SP.g(x) +eb

b dp(0.dP(S) £U(S,P,,9(xX) <I(S,P.,g(X) +e£ u(x)dP(S) P

b p(X).dP(S) £ ¢g(x)dP(S)

esto unido a que siempre es (g (X).dP(S) £0g(x).dP(S) implica finalmente que
S S

P ) AP(S) =p(X).dP(S) y la funcién g(x) es integrable en S con respecto a la P-
S S

medida.

11
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5. La funciones medibles Borel. Propiedades de la integraciéon Lebesgue-
Stieltjes.
Definicidn 14 (de las funciones medibles Borel):

Una funcién g(x), definida para todo x de S, se dice medible Borel, o medible en
sentido de Borel o medible-B, en el conjunto S, si el conjunto

Bck={xeS/7gXx) £k, keR}

es de Borel, para todo kreal. ( 0 sea, si By e B)

Teorema 8:

Si g(x) es acotada y medible Borel en un conjunto S de medida finita, entonces
g(x) es integrable Lebesgue-Stieltjes.

En efecto:

Siesm £ P(S) £ M paratod x de S. Dado un e > 0, dividamos el intervalo (m,
M) en subintervalos mediante los puntos Yy tales que
M=Yo<Yy1<VY2<.... <VYn1<Yn =M

siendo la bngitud de cada subintervalo menor que e para todo k: Yy — Vi1 < g
"kT1 [1, 2, ...., n]. Esto siempre es posible tomando m suficientemente grande.

Sea ahora: Sk={ x1 S/y1£g(XxX) £y} parak=1,2,....,n.

Entonces, se tieneque S = S; U S; U ....US, y es SjCSk = &, si j
1k

Ademas, es Sk = Bg - Bg.1, luego es Sy de Borel. Por lo que se cumple que My -
Mg £Yk -Yk1< €

O sea, para esta subdivision disjunta P T P(S), se tiene que

n n

o] ~ [ ~
0E£U(SP.g(x)- I(SP.g(¥) = & (M, - m)P(S) < g P(S) =T .P(S)

k=1 k=1
Y como e es arbitrariamente pequefio y P(S) es finito, se sigue que la diferencia
anterior puede hacerse tan pequefia como se quiera, compliéndose la parte b) del
teorema 7 de caracterizacion de la integral de Lebesgue-Stieltjes: O £ U(S,P,
ax)) - I(s, P, gxX)) < e, que, como afirma dicho teorema, implica que la
funcién g(x) es integrable Lebesgue-Stieltjes en el conjunto S.

Teorema 9:

Para funciones acotadas y conjuntos de P-medida finita, se verifican las
proposiciones siguientes:
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1 J9.(9) +g,00ldF = {g,(0.dF + g,(x).dF
2) (5-9(X).dF =c.Cp(x)dF c, constante
3) mP(S) £ ¢g(x).dF £M.P(S)

4 PEAF =P dF+ px)dF  s_S ¢S, =f
S S

SES;

5)

p(X).0F| £ Jo(x)|dF

En efecto:

Las cinco proposiciones son triviales.

Teorema 10 (funciones de P-medida nula):

La integral de una funcion acotada sobre un conjunto de P-medida nula, es,
también, cero. Por consiguiente, el valor de una integral no queda afectado si se
cambian de modo arbitrario los valores de la funcién g(x) en un conjunto de P-

medida nula.
En efecto:

Es consecuencia de la proposicion 3) del anterior teorema:

mP(S) £ ¢p(x).dF £M.P(S)

a partir de la cual, resulta evidente que si la medida es nula, P(S) = 0, entonces la

integral también lo es.

13
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6. La integracion de sucesiones funcionales uniformemente acotadas:

Definicion 15 (de sucesion funcional uniformemente acotada):

Diremos que una sucesion funcional {f,(xX)} es uniformemente acotada en el
conjunto S si verifique que

"nl {1,2,.....,n} " xI S, $ ki R/¥,(X)%< k

Teorema 11.:

Si la sucesion { f,(X) } es uniformemente acotada en S y el limite
|i®rQ f.(X) = f(X) existe “casidondequieera” P en S, se verifica que
n

Ll@ m SF)fn(x).dx = So‘ (x).dx
En efecto:

Si no existe limg(X) para todo x de S, completamos la definicion de g(x) poniendo
n® ¥

g(x) = 0 para los x de S para los que no exista el limite.

Entonces, tenemos |g(X)| £Kk"x1 S, vy, porlo dicho antes, g(x) es medible-B en

S, puego, aplicando el teorema 8, g(x) es integrable Lebesgue-Stieltjes en S
respecto de la P-medida.

Dado e> 0, sea Sy ={x1 S/ | gn(X) - gX)| < e n =N, N+1, ... }, entonces, Sy es
de Borel, y la sucesién S;, S,, ..., es no decreciente.

Asimismo, el conjunto Lim Sy contiene los x de S para los que existe el lim gh(X).
Asi, Iim Sy y S se diferencian en un numero finito de puntos para los que no existe
lim gn(x). De aqui se sigue, por la proposicion del teorema 10, que P(lim ) =
P(S).

Pero como es lim P(Sy) = P(im &), se tiene que lim P(SN) = P(S) por lo cual,
eligiendo un e tal que

P(Sn) = P(S) - e, o bien, tal que P(S - Sy) < e se tiene, para todo n 3 N:

14
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39, (%) - g(X)|dP = §g.(X)- g(Y|dP+ Jg.(X)- g(x)|.dP <

Sy S-S\
<eP(S,) +2kP(S- S,) <e[P(S) + 2]

Luego, es:

. ().dP- 3p(x).dP|£ g, (X) - g(X)|dP <e[P(S) + 2]
de donde siguesque } }

L!@n; Of.(X).dx = of (x).dx

7. Laintegracion de series convergentes “casi donde quiera”.

Teorema 12:
¥
. .9 . . . .
Si la serie Q fn (X) converge "casi dondequiera” en S, y las sumas parciales estan

n=1
acotadas uniformemente en S, se verifica:

¥ ¥
A f.(0.dP =3 of, (x).dP

s n=l n=l g

En efecto: es una generalizacion de la primera parte del teorema 9.

Teorema 13:
SiesS=SES;E ... ES,, yesSiC S; =& ,si j! k,entonces:
¥

PX).dP =3 (p(x).dP

n=1 Sy
En efecto: es también una generalizacién de la cuarta parte del teorema 9.
Sea la funciéon e,(x), definida de la forma:
1, C| x1 S,
e,(x) = ) .
0 s x1'S,

—_ ——

¥
~ o
parax T S tenemos que es: g(X) = g &,(X).9(X), y las sumas parciales de esta
n=1
serie estan acotadas en S, asi que, por la proposicién anterior es:

QuC)IP = (A € (0.9(9 = A ¢8(0.909.dP =3 (p(x).dP

s n=l n=1g n=1g,
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8. Generalizacion de la integracion Lebesgue-Stieltjes a funciones de n
variables.

Corolario:
Si en las expresiones de las Sumas de Darboux consideramos que P(S) designa

una funcidon de conjunto en R", no negativa y aditiva, mientras que m¢ y My son los
extremos inferior y superior de la funciéon dada

9(X) = 9%, Xpreeer X,)

en el conjunto n-dimensional Sy, entonces la integral de Lebesgue- Stieltjes

QIR AP = (X, Xy v X, ).dP

queda definida del mismo modo que la de una sola dimension.

Todo Ilo visto anteriormente, propiedades y definiciones de la integral e
integrabilidad para funciones no acotadas y sobre conjuntos de P-medida infinita,
se generalizan trivialmente.

En el caso de que P(S) es la medida de Lebesgue, L(S), en n dimensiones, se

obtiene la llamada Integral de Lebesgue de g(x), que se escribe con la notaciéon
usual para integrales multiples.

Qg()r().dL =Q90G, Xpseers X, )X X, ..0X,

Si S es un intervalo sobre el cual g(x) es integrable en el sentido de Riemann, la
integral de Lebesgue coincide con la integral mdultiple ordinaria de Riemann.

---00000---
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