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1. Funciones de puntos y operadores. Operadores sobre funciones
de puntos.

Se denominan funciones de puntos o funciones puntuales, a las funciones

cuyo conjunto de partida es un espacio puntual. El conjunto de llegada en

las funciones puntuales puede ser un conjunto cualquiera (un cuerpo

numeérico, un conjunto de operadores, otro espacio vectorial, un conjunto
funciéon puntual

a—" \

Espacio puntual conjunto de objetos

de tensores, etc.).
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Llamaremos asimismo operadores en un espacio F a las funciones sobre
ese espacio vectorial F, esto es, a las funciones cuyo conjunto de partida
y de llegada son el mismo espacio vectorial F.

Sea i un operador sobre el espacio vectorial puntual euclidiano real
(En;R). Y Sea T el conjunto de todos los operadores i.

Sea también F el conjunto de todas las funciones puntuales j definidas
desde el espacio vectorial euclidiano real (En;R). Este conjunto es
también, trivialmente, un espacio vectorial:

"j.,.1 Fma,bl R® &g ,(X)T F,bj,(X)T F® & ,(x)+bj,()T F® Fesp_vect

Llamemos O a un operador definido sobre el espacio vectorial F de dichas

funciones puntuales.
O:F ® F

Consideramos, en definitiva, los elementos siguientes:

a) Un espacio puntual euclidiano real. (En;R).

b) El conjunto T de todos los operadores definidos sobre el espacio
(En;R).

c) El conjunto F de todas las funciones definidas desde (En;R) hacia
un conjunto cualquiera. El conjunto F tiene la estructura de
espacio vectorial real (F;R).

d) El conjunto O de los operadores definidos sobre el espacio F.

Lo que se pretende hacer en el apartado siguiente es asociar los
operadores que actuan sobre el espacio puntual euclidiano (En;R) con los
operadores que actuan sobre el espacio F de las funciones definidas sobre

Operadores

Espacio vectorial E Espacio vectorial E
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(En;R).

2. Los operadores Oi:

Se define el operador Oi como un operador O, esto es, como un operador
sobre el espacio de las funciones puntuales F que verifica la condicion de
asociacion siguiente con respecto a un operador i actuante sobre el
espacio puntual (En;R):

"j TE,"tT T,"xI En, (Otj )(tX) =j (x)

El operador O se define, pues, de forma que la imagen por la funcion
puntual | de cualquier vector x se corresponda con la imagen por Oij del
vector ix.

X
o P (%)
tx
{tx)
tol ®
0

O sea, llamando j '=0tj se tendria:
j ') =] (x)

O bien, llamando j '=0tj y x'=tx se puede expresar
J'(x) =) (%)

o también, en este altimo caso: j'(X)=j @t 'x') , o bien: j'(X) =] (t 'X)
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Teorema: Los operadores Oi son lineales. Esto es, se cumple que:

"al R"j 1T F® Ot(a ) =altj
"j1j 21 F® Ot(j 1+j 2) =0Otj 1+0tj 2
En efecto:
"xI En,Ot(aj )(x) =aj (t *X) = aOtj ()
"xI EnOt( +y)(¥) =@ +y)t ) =] t ) +y (t x) =Otj (x) + Oty (x)

Teorema: Si i y mson dos operadores sobre (En; R) y son Oi y Omsus
correspondientes operadores O asociados, entonces se verifica que

Oim = Oi .Om
En efecto:
Otj (tx) =j (X
Sabemos que es : Oom () =j (x)
Ontj (nbx) =j (x)
por tanto:

llamando Otj =j tx=x" se tiene:
On '(mx') =j '(x') P On®tj (Nbix) =j (X) P ON®t = Ont
Teorema: si los operadores i son un grupo, entonces los operadores Oi
asociados también son un grupo.
En efecto:

Supongamos que los operadores i forman un grupo. Veamos la estructura
del conjunto O de los operadores Oi:

a) El producto es ley interna:
" Ot,Om O,0t.Om=0tni O
b) El producto es asociativo:
" Ot,0mOul 0,0t.(OnDu) = Ot.Onu = Ot (nu) = Ot (nu) = OtmMu = (Ot .OmM.Ou

b) Existe elemento neutro:
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(llamemos 1 al elemento neutro en el grupo de los operadores

"Otl 0,0t.01=0t.01=0t1=0t b Ot.01=0t
c) Existe elemento simétrico:
"t,$t M/ttt =1p OtOt '=0tt '=01b Ot ' _ simetrico_de_Ot

3. Invariancia:

Una funcion de puntos | se dice que es invariante con respecto a un
operador i, si tiene el mismo valor en todos los puntos imagenes del
operador i. O sea:

j _invariante_respecto_t U j (tx) =j (X)," xI En

Una funcion se dice es invariante con respecto a un grupo de operadores
si es invariante con respecto a cada uno de los operadores del grupo.

j _invariante_respecto T _y T grupoU (“"t1 T,j tx)=j (x)," xI En)

Ejemplo de funcidn invariante respecto a un operador:

Sea j la funcién que le hace corresponder a cada vector de En su norma:
j(xX) =& & "xl En

Sea i un operador unitario, es decir, un operador rotacion en el espacio
En. Se tiene, entonces, que dx ¢ = ¢x ¢ Por tanto:

] (IX) =dxe=exe=j(X) --—--=> ] es invariante respecto de i

Una funcién | se dice invariante con respecto a un operador O si no
resulta alterada por su aplicacion:

j invariante respecto a Oi U Oij =]

Es inmediato que para el operador neutro o idéntico, O1, toda funcion es
invariante.
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En general, la ecuacion de aplicacion de un operador Oi a una funcién |
cualquiera es de la forma

Oij = 1j
y el problema de determinar las funciones invariantes para el operador Oi
se reduce al célculo de las funciones propias para el autovalor | = 1 de tal
operador:

Oij =]

Teorema: Si una funcidon puntual j es invariante respecto de un operador
i es también invariante respecto del operador Oi, y viceversa.

En efecto:
a) ] invariante respecto a i p

"X Enj @) =j ()P j@®)=i (0 y Ot ) =j(x)
por tanto, se tiene: Otj (x)=j (X)p Otj =] P j _invariante_respecto_Ot

b) ] invariante respecto a Oi p
Otf =j POtj(x)=j(x y Otjtx)=j ()P
P j(x) =] () b j invariante respecto de i

4. Los operadores de Hamilton:

Se llaman operadores H, u operadores de Hamilton, a los operadores
funcionales Oi definidos en cada punto r(Xi, X2, ...., Xn) por la

diferenciacion parcial:
CI;' 2
HX) =a
i=1 1K

en otro punto r'(x’s, X'z, ...., X’n) el operador H tendréa la expresion
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§ T
H(x') =
) ia:.1 ﬂX'iz

Los operadores H tienen, pues, la fundamental caracteristica de variar de
un punto a otro del espacio. O sea, son, realmente, funciones
(operacionales) de los puntos del espacio En.

Los operadores H, por ser operadores funcionales, actiuan sobre el espacio
F de las funciones cuyo conjunto inicial es En, al igual que los operadores

Oi en general. O sea, en un punto x del espacio En, se cumpliria la
ecuacion:

HX)j (X) = f (X), " xI En, i, f1F,

Ejemplo de utilizacion de un operador de Hamilton:

Sea el espacio (En;R) y la funcién puntual j (X) = x12 + x°

Sera:

Hoo =1L+

(X) _
=2+6
e %

5. La invariancia de los operadores de Hamilton.

El operador H se considera invariante respecto a un operador i si se
verifica:

H(@ix) = H(x), " xI En

Si H es invariante respecto de un grupo de operadores T, se dira que T es
el grupo simétrico de H.

Veamos la relacidon entre las expresiones de un operador H en dos puntos
diferentes, x y x’, de un espacio vectorial euclidiano real (En;R).
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Consideremos el operador i que verifica la relacion:

y sea (aijj)n la matriz asociada a i:

.
) :g321 a,, .. Ay~

(aij (;‘
ganl a'n2 annéﬂ

Se tiene, entonces:

cC, ~ C
CXoF_ Gy 8y v QpiCXe
T P
65 S, a, - a5
o bien, desarrollando:
le:é.ajk'xk
k=1
(=1,2, ... , n)

de aqui, se tiene, que al derivar parcialmente cada componente X’;:

5 _
(,k=1,2, ..., n)
y de ser:
1T _1 W™
X, ™, X
se tiene:
1 S 1
_ a
T, ?1 X
Por tanto:
.2
7 _ & 10
A

donde el exponente 2 indica el orden de la diferenciacion parcial.
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En definitiva, el operador H de Hamilton es:

n 2
En el punto x: H(X)=§ ﬂ—z
i=1 X,
' BN 62
En el punto x* = ix: H (x') = ik T
1§ =1 ﬂX &

Pero la condicién de invariancia de H, esto es, la condiciobn para que
H(X)=H(ix) es que

n
o

a ajk.air _dji 'dkr

r,ji=l

y esta condicion equivale a que (aij))n Sea una matriz ortogonal.
(ajk)n'(akj)n =1

En definitiva, se tiene que los operadores de Hamilton son invariantes en
todos los puntos del espacio relacionados por matrices de paso
ortogonales.

Puesto que las matrices ortogonales corresponden a rotaciones o
simetrias, segun que su determinante sea +1 o —1, respectivamente, cabe
inferir que los operadores de Hamilton son invariantes en los giros y en las
simetrias.

A las matrices de determinante 1 se ks llama unimodulares y a las
matrices de determinante —1, polimodulares. Se utiliza el simbolo SO(n)
para representar a las matrices ortogonales de n-simo orden
unimodulares, y RO(n) para representar a las matrices ortogonales de n-
simo orden polimodulares.

Teorema: El conmutador de un operador H invariante respecto de i, y el
operador Oi es nulo. O sea:
H(xX) = H(@ix) b [H, Oi] =0

En efecto:
Llamemos: Y1 = (HOI)j Yy Y 2 =(0iH)j
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Se tiene:
Y1(@x) = (HODj (ix) = H(OIj )(ix) = H(ix)] (x) = HOAj ()
Y2(ix) = (OiH)j (ix) = Oi(Hj )(ix) = H(X)j (X)

Por tanto:

Y1(ix) =Y2(x) P Y1=Y2 b OiH = HOi b [H, 0i]=0

6. La invariancia en un espacio bidimensional euclidiano real y
puntual.

En un espacio bidimensional se simplifican notablemente las expresiones
anteriores:

2 )i 1
En un punto x = (X1, X ser& H((X)=—+—
P ( ! 2) ( ) ﬂle ﬂxzz
” ., r
En otro punto o X’ = (X1, X’2) serd H(X')= +

1-|-X|2:L ﬂx|22

Sies X =ix y es (aij)n la matriz asociada ai:

& bo
a.. = =
( |])n gc
sera:
asxlg aa oaeclg
X5 & dafxg
por tanto:

X1 = a.Xy + b.xy
10
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X> = Cc. X1 + d.x2

y el operador H en X’ = (X1, X’2) en funcién de su expresion en x = (X1,
X2) €s:

H(X) =
@ 10 _¢m 1, 10 _Gm, T, T 190
= 3 a,. -+ =3 +a, —z = 2 L ——+al —+ a, ——71=
aca % A gy gy T AR GE TR P “x % g
T I 19,00, .1 1.
llﬂxlz 211.[22 11 211.[11.[2 121.[)(12 221.[22 12 221.[11.[)(2

2 2
(all +a12) :[-[Xl (a21 + a22 ) ﬂ11(2 (a11a21 + a22a'12) ﬂl-[(l ﬂixz

En definitiva:

T ﬂz
H —
()= ﬂ ﬂX 2
1 ﬂz 2 2 ﬂz ﬂ ﬂ
H —_— —+2 _
(x)= ( )ﬂxlz + (a'Zl +a22)ﬂX22 + (aua21 "'azzalz)ﬂx1 "
O bien:
S N
=58 ve

: T T 1 1
H(x')= (a +b2)‘|1x1 (c +d)ﬂx§ z(am.bd)RE

y la condicién de invariancia sera:
a? + b*> = 1
¢ + d? =1

ac + bd =0

1
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Esta condicién de invariancia se obtiene también, naturalmente, desde el
hecho de que la matriz del operador ha de ser ortogonal:

@ boaa co_ aé Oop a’® +b? ac+bdo d 00
gc dggb dg 0 1y gca+bd c2+d? go 1y

por tanto:

7. Los grupos de los giros y las simetrias en dos dimensiones:
a) El operador i corresponde a una rotacion:

En este caso la matriz ortogonal correspondiente es unimodular (de
determinante +1), por lo que se tiene que es:

g bo_aeosq senqo

@y = gc dg Ssenq cosq 4

la cual, evidentemente, cumple la condicion de ortogonalidad y de
determinante igual a +1.

b) El operador i corresponde a una simetria:

En este caso la matriz ortogonal correspondiente es polimodular (de
determinante -1), por lo que se tiene que es:

& bo _ & cosq senqo

a.
@j)2 = éc dj &senq cosqg
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la cual, evidentemente, cumple la condicibn de ortogonalidad y de
determinante igual a -1.

Sea SO(2) el conjunto de todas las simetrias en el espacio (E2;R). Sea,
asimismo, RO(2), el conjunto de las rotaciones en el mismo espacio
(E2;R).

Los cojuntos SO(2) y RO(2) son, ambos, grupos con respecto al producto.
En efecto:

- (SO(2), .) es un grupo:

asosa - senao

Si llamamos A(a) a la matriz gsena o8l I, se tiene trivialmente que es
a
AG) A(b)_ae:os(a+b) -sen(a+b)o
PO ena+b) cosa+b) 5

Luego, el producto es ley de composicion interna, y trivialmente se
comprueba que es asociativa, que el elemento neutro es la matriz A(0), y
que la matriz simétrica de A(a) es la matriz A(-a).

-(RO(2),.) es un grupo:

) , . eecosa senad _ .
Si llamamos A’(a) a la matriz =, se tiene trivialmente que es
sena cosa g

A A'(b _a@cosa+b) sn(a+ b)g
@)-API=E ena+b) costa+b)s

Luego, el producto es ley de composicion interna, y trivialmente se

comprueba que es asociativa, que el elemento neutro es la matriz A’(0), y
que la matriz simétrica de A(a) es la matriz A’(-a).

13



