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Dos ecuaciones para la
expansion del espacio tiempo

Estudio mediante aproximacion newtoniana

1. Introduccion

Las ecuaciones que describen la expansion del espacio-tiempo desde el big bang se
obtienen desde las ecuaciones de campo de la relatividad general, sin embargo,
podemos, mediante una sencilla aproximacion a la dindmica de Newton, obtener
algunos de los resultados clave, como la ecuaciéon de Friedmann o la ecuacién de
estado que liga la presién con la densidad de masa del universo.

Es necesario suponer la validez del principio cosmoldgico en todo espacio-tiempo,
por lo que tendremos en cuenta tanto el que las leyes de la fisica son las mismas
en toda localizacién, como que, a gran escala, el universo presenta la suficiente
homogeneidad e isotropia. Hoy dia las observaciones sobre la distribucién de
galaxias dan por hecho que se pueden considerar isétropas y homogéneas zonas
de, al menos, 500 Megaparsecs de diametro.

En estas condiciones podemos analizar el proceso, mediante nociones de la fisica
clasica de Galileo y Newton, de cdmo se expandiria en el espacio-tiempo una esfera
de radio R lo suficientemente amplia, con masa M y densidad homogénea p a

velocidad v y sin transferencia de calor desde o hacia el exterior de la region
esférica, es decir, adiabaticamente.

Para poder hacer el estudio de una forma concisa es necesario entender que en la
expansiéon de una region esférica de esta magnitud, las Unicas fuerzas que
tenderian a frenar gravitacionalmente la expansién serian las producidas por la
existencia de la masa M del interior de la esfera. Es decir, no intervendrian
gravitatoriamente los efectos de las distribuciones de masa exteriores a la region
esférica considerada.

2. ¢Porqué la masa existente en el interior de una regiéon esférica es la
Unica que actla gravitacionalmente sobre la expansion?

Se acostumbra a ofrecer un argumento tedrico para justificar esta afirmacion, que
consiste en suponer una capa superficial esférica de materia, de grosor
infinitesimal, envolviendo nuestra esfera, y considerar un sector de vértice en la
esfera que definird dos superficies aproximadamente circulares en la superficie
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envolvente, tal como mostramos en la figura 1, superficies que hemos llamado S; y
S,, las cuales ejercerian sobre la masa esférica que consideramos, una fuerza
gravitacional nula en conjunto, pues cada una de las dos superficies atraerian a la
esfera con la misma fuerza gravitatoria y con sentidos opuestos, tal como se
deduce a continuacion.

Veamos que en cada punto P de la zona esférica que envuelve la “cascara”
superficial S la gravedad originada por ésta tiene efecto total nulo.

cdscara S

_ 2 _ 2
S, =nr,, S,=nn

r, =R, 1g(4/2)
n=Rug(p/2)

.

Le "cascars” superficial de mass 5 no alecls gravilacionalmenle
a i punto P ode i inlerior

Fuerza ejercida sobre el punto P por la zona S;:

M, M, M .S, .p, M zrl.p, M zrl.p,
fi=G— =G =G =G =GM mp,tg’(4/2)

R} R} R} ;’17 2
tg”(¢/2)

Fuerza ejercida sobre el punto P por la zona S,:

M,M,  M,S,.p, _M,zr.p, _GMp.ﬂ.rf.ps

R: R R %/2
tg*(¢/2)

El balance total, por tanto, es nulo, por tratarse de fuerzas de contrario sentido:

=G =GM 7p,tg*(9/2)

jl_fzzo

Si extendemos el razonamiento para sectores en todas las direcciones del espacio,
queda claro que el balance de toda la “céscara” infinitesimal es de gravitacién nula
en el punto P. Si extendemos el razonamiento a una superficie S de grosor finito,
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integrable como suma de infinitas capas superficiales de grosor infinitesimal, el
argumento sefala, en consecuencia, que la gravitacion en cada punto interior es
nula.

Por consiguiente, si, volviendo a la descripcion del problema, tenemos una region
esférica que se expande, la gravitacion que tiende a frenar la expansion de la
misma no es la originada por la masa de ninguna “cascara” exterior, por muy
gruesa que sea, sino solamente la masa interior de la zona esférica que estamos
estudiando.

3. El factor de escala y la constante de Hubble
3.1. El factor de escala:

Nos permite medir el grado de la expansidn. Si consideramos una esfera de radio R;
dado en el instante ti, es obvio que el radio esférico va aumentando a medida que
transcurre el tiempo. Se tiene, por tanto:

[ <ty <t <ty <..<t<..=DR <R, <R <R,<..<R<..

Debido, pues, a la expansion del espacio_tiempo podemos considerar que una
esfera de radio R; conocido en el instante t;se expande de modo que su radio sea Ry
en el instante ty posterior. Llamaremos factor de escala en t, referido a t; al
cociente de dividir ambos radios:

. R,
Factor de escala en t, referido a ti: £, =F

1
Asimismo, si llamamos t al instante actual, podemos considerar el factor de escala
respecto al instante t;:

R
Factor de escala actual con respecto a ti:  f, = F

1

Haciendo una elemental sustitucién, podemos referir el radio de la esfera en el
instante actual al radio de la esfera en el instante t,:

R R R /i
.fi :_:—:fm_:R:_Ro

Ri RO /fOi RO fOi

Es decir, el radio de la esfera en expansién en el instante actual t puede ser
referida al radio de la esfera en un instante t, anterior multiplicdndolo por el
cociente de sus factores de escala con respecto a un origen comun.

Si elegimos el radio Ry de modo que su factor de escala con respecto al origen dado
sea 1l (fm = 1), a fin de simplificar las expresiones, se tendra

R=/f.R,

que representaremos, por sencillez, en la forma R = f.R,
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3.2. La constante de Hubble:

Es la constante de proporcionalidad entre la velocidad de la expansion y el radio de
la esfera que se expande. Esta constante, que se puede medir en kildbmetros por
segundo y megaparsecs, se expresaria de la forma siguiente para el instante
actual:

v
H=—

R

gue podemos expresar en funcién del factor de escala de la expansién haciendo la
sustitucion oportuna:

H_L_l(d_Rj_L[Mj_l(i)
"R R\dt) fR\ dt ) fldt

La anterior relacion velocidad-distancia como una constante nos indica, pues, que la
velocidad de expansién es proporcional al radio de la zona esférica que se expande,
o, dicho de otro modo, que las zonas mas alejadas de nosotros se alejan con mayor
velocidad. Se expresa, por tanto, como la variacion relativa del factor de escala.

Este aumento de la velocidad con la distancia tiene un horizonte cosmoldgico, que
sera aquel radio para el cual la velocidad de la expansion llegara a ser la de la luz,
velocidad maxima de propagacion de las interacciones. Esta distancia se
acostumbra a llamar radio de Hubble.

Por otra parte, de la definiciéon de la constante de Hubble, se deduce que el tiempo
durante el cual se ha desarrollado la expansién del espacio tiempo, o dicho de otro
modo, la edad del universo, coincide con la inversa de la constante:

espacio espacio R

- = tiempo=———— —>t,=—=H""
tiempo velocidad v

velocidad =

Este tiempo, tiempo de Hubble, que indica la edad del universo, puede calcularse,
pues, mediante el inverso de la constante de Hubble.

Para H=73 km.s” .Mp™ se obtienen estos valores:

- Radio de Hubble: 4110 Megaparcecs
- Tiempo de Hubble: 13400. 10° afios.

4. Ecuaciones que se deducen desde el principio de conservacion de la
energia:

4.1. La ecuacion de Friedmann
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Si expresamos matematicamente, de forma elemental, el principio de conservacion
de la energia mecanica, escribiremos:

M 1
G———v* =constante [4.1]
R 2

(La energia gravitacional que tiende a frenar la expansion mas la energia cinética
de la expansion es igual a la energia total en la regidén esférica)

donde la constante tiene dimensiones del cuadrado de una velocidad. Para que la
constante k que se introduzca se adimensional, podemos hacerla igual al producto
por el cuadrado de una velocidad, por ejemplo, de la velocidad de la luz: k.c?.
Escribiremos, por consiguiente:

G%—lv2 =k.c?
R 2
Sustituimos los valores
4 4 'R
M=§7ZR3.p:§7rR§.f3.p, v=6;—t:ROZ—ft=Ro.f.H

y resulta:

4

5”R3f3p 1

Gf—R—EROZszZ :k.02 [42]
=0

y simplificamos:

2 2
S GRS p—RIfPH? =2kc” = H* =S 1Gp -2k —C :§ﬂgp_2_’§ <
3 3 R) 3RS

y se obtiene, en definitiva, la ecuaciéon de Friedmann, que la dedujo directamente
desde las ecuaciones de campo de la relatividad general. Aqui se obtiene desde una
aproximacion newtoniana

4.2. Una ecuacion de estado

La expansion de una region esférica sin que haya transvase energético con el
exterior, es decir, cuando se trata de una expansion de tipo adiabatico, el primer
principio de la termodinamica, en realidad una expresidon del principio de
conservacion de la energia, afirma que toda la energia que se desarrolla en la
expansién es la misma que la variacidon de la energia interna total de la regién
esférica. Podemos expresarlo, pues, de este modo
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dE __, d9
dt dt

Calculamos por separado los dos miembros

dE d N d(4 d(4 5, Zj R
=2 (v R =L 2R p | =R =
dt dt( c) dt(?)” e j dt(3ﬂf el N dt(f p)

4 5, f 3dpj 3 2 f 4 23d,0
=—7nR;c’| 3 4nR;c
3 e (f Pt fop gty e S

= 47R3C £ pH +§7zRgc2 ; fl—f

‘ji‘tg_—Pjt(: R j:—47zPR03f2%:—47zPR§f3H
Igualando:
47zR§czf3pH+§7ngc2f3 ‘fl’; —47PR} f*H
por tanto:
4

Eszgczﬁ ‘2—’; =—47PR} f°H —4nR}c’ ° pH = —47PR. f*H(P+ p.c’)

finalmente:

dp

P
=-3H(—+
& (c2 p)

Ecuaciéon de estado que relaciona la presion con la densidad de masa y que también
resulta ser deducible de las ecuaciones de la relatividad general.

5. Densidad critica

El valor de la densidad de masa en la regidon esférica tal que equilibre el proceso de
la expansion, esto es, de forma que en la ecuacién [4.1] la energia gravitacional
iguale en valor absoluto a la energia de la expansién, y por tanto, la constante sea

nula, es lo que se denomina densidad critica p.. Es la densidad de masa tal que

frene definitivamente la expansion del espacio tiempo. Tendra que ser, por
consiguiente, K=0 en [4.2], o sea, haciendo cero esta constante adimensional en la
ecuacién de Friedman, tendremos que

2 8
=>1Gp.
3 Pe

O bien
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_3H’
872G

P

Si tomamos, por ejemplo, el valor para la constante H de Hubble,
H =175 Km.s_l.M;1 podemos, mediante un pequefio calculo, determinar el valor de

la densidad critica:
p. =1,0576.107 gr.em™

El valor de G utilizado es G = 6,6720.107"" N.m* Kg™

Es necesario indicar que, segun los cosmdlogos actuales, si sumamos la masa de
las galaxias y sistemas estelares contenidos en el volumen actualmente observable
del universo, la densidad seria algo asi como la centésima parte de la densidad
critica necesaria para detener la expansidén, y que si sumamos también la masa
correspondiente a la no detectada materia oscura necesaria pare explicar todos los
movimientos estelares en los sistemas galacticos, la densidad total no pasaria del
10% de la densidad critica.

Por lo cual es ldgico esperar que pueda llegar a detectarse mas materia de la que

actualmente sospechamos que existe, o alguna energia atractiva por ahora
desconocida, o bien, hemos de pensar que la expansion nunca se detendra.
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