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RESOLVIENDO PROBLEMAS DE MATEMÁTICA 
 

RESOLUCIÓN DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS 
 
 
 
PROBLEMA 034 (271208) 
 

Hallar el área de la porción de superficie definida por las condiciones 

                     ( ) 0,0,0,1.cos. 22 ≥≥≥=++ zyxzsenyx αα              (
2

0 πα << ) 

 
respecto de un sistema cartesiano de ejes rectangulaes en el espacio. 
 
 
SOLUCIÓN: 
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PROBLEMA 033 (291108) 
 

Se considera la función de variables compleja 

3

21
)( 
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z

zzf  

 
definida en su dominio de holomorfía en el plano complejo. Se pide: 
 
1) Obtener el desarrollo en serie de potencias de z en un entorno del 

punto , indicando su campo de convergencia. 
 
2) Obtener el desarrollo en serie de potencias de z en un entorno del punto 

del plano complejo ampliado, indicando su campo de convergencia. 
 

3) Calcular la integral ∫
C

dzzf ).( , siendo C la circunferencia de centro 0 y radio 

2, recorrida una sola vez en sentido positivo.  
 
SOLUCIÓN: 
 

1) Se tiene: 
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Radio de convergencia: 
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La serie converge en el recinto .1<z  Veamos en la frontera del recinto (z=1): 

 

∑
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0 2
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n nnf , que es serie alternada y, por tanto, divergente. 

Por tanto: 
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2) Haciendo z=1/t: 
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PROBLEMA 032 (011108) 
 
Los animales de una cierta raza se clasifican en tres clases según que posean 
dos genes del tipo G (clase de los dominantes, que denotaremos por 1), un 
gene del tipo G y otro del tipo g (clase de los híbridos, que denotaremos por 
2) o dos genes del tipo g (clase de los recesivos, que denotaremos por 3). Se 
supone que la reproducción en esta raza de animales se hace siempre por 
cruce con un animal de la clase dominante (y otro de la clase i, para i=1,2,3) 
y que los hijos heredan siempre un gene de cada padre, con la misma 
probabilidad (=1/2) en el caso en que pueda ser G ó g. 
Denotemos por pi,j la probabilidad de que un animal de la clase j haya sido 
engendrado por intervención de otro de la clase i. Sea P la matriz P=(pi,j), con 

i,j=1,2,3. Denotemos por 1+n
ip la probabilidad de que en la generación n+1 nazca 

un animal de la clase i y pongamos 

( )1
3

1
2

1
1

1 ,, ++++ = nnnn pppP  

Se pide: 
1. Determinar la matriz 1+nP en función de n y de la matriz 1P de la composición 
probable inicial de la población. 

2. Suponiendo que dicha composición inicial sea 5/1,5/3,5/1 1
3

1
2

1
1 === ppp , 

determinar la composición probable 1+nP al cabo de n+1 generaciones. Hallar 

la composición límite ∞p cuando el número de generaciones tiende hacia el 
infinito. 
 
SOLUCIÓN: 
 
Teniendo en cuenta que, según el enunciado, el significado de pi,j es “la probabilidad de 
que sabiendo que ha intervenido en la procreación un animal de tipo i, se engendre un 
animal de tipo j”, estudiemos los casos posibles para los cruces. 
 
Los cruces que se pueden dar son: 
 

- Animal tipo 1 con animal tipo 1: Todos los individuos heredan el gen G de cada 
padre (ambos son dominantes), luego resultan ser de tipo 1: 

0,0,1 3,12,11,1 === ppp  

- Animal tipo 1 con animal tipo 2: Hereda un gen G (por el dominante) y un gen 
G o un gen g, a partes iguales (por el híbrido): 

0,2
1,2

1
3,22,21,2 === ppp  

- Animal tipo 1 con animal tipo 3: Hereda un gen G (por el dominante) y un gen 
g (por el recesivo), luego todos son recesivos: 

0,1,0 3,32,31,3 === ppp  

 
Se tiene, entonces, la matriz: 
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1) Si es ( )1

3
1
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1
1 ,, ppp . se tiene, para la segunda generación: ( ) ( )Ppppppp .,,,, 1
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y para la tercera: ( ) ( ) ( ) 21
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y para la generación n+1: ( ) ( ) nnnn Ppppppp .,,,, 1
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Para obtener el resultado es preciso determinar la expresión de Pn: 

Si elevamos al cuadrado:  
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Aparentemente, pues, se ajustan las potencias a: 
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que debemos comprobar mediante inducción: 
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Supuesta cierta para k=h-1, será, para k=h: 
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En definitiva, se tiene que: 
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PROBLEMA 031 (041008) 

Se corta un tetraedro regular por un plano paralelo a dos aristas opuestas. 
Describir la figura que forma la sección y hallar en qué situación es máxima 
su área. 

SOLUCIÓN: 

 

 
 
Supongamos el corte que se muestra en 
la figura. Por construcción, se forma el 
cuadrilátero MNPQ, donde, teniendo en 
cuenta las condiciones impuestas: 
 
QM es paralelo a DA y  perpendicular a 
BC 
 
MN es paralelo a BC y perpendicular a 
DA. 
 
Por lo cual, QM es perpendicular a MN, lo 
que indica que el cuadrilátero del corte es 
un rectángulo. 

 
Por otra parte se forman dos triángulos equiláteros semejantes en cada una de las 
caras, por ejemplo: 
 

- en la cara ABC son semejantes los triángulos equiláteros ABC y ANM, lo que nos 
permite escribir la proporcionalidad para el lado dividido por la altura del 
triángulo): 
 

'AS
MN

h
l
=  

 
- en la cara ACD son semejantes los triángulos equiláteros CAD y CMQ, que 

permite escribir también la proporcionalidad para el lado dividido por la 
correspondiente altura: 
 

'CR
MQ

h
l
=  

 
Donde, obviamente, MN y MQ son lados perpendiculares del rectángulo de corte, y AS’ 
y CR’ son las altura de los triángulos menores. Si llamamos, por simplificar, 

MQyMNx == , , tendremos: 
 

l
hyCR

l
hxAS .',.' ==  
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De la figura se observa, también, que  hCRAS =+ ''  
 
por tanto, se tiene que: 

h
l
yh

l
xh

=+  

de donde:  
xly −=  

 
Para ver cuál sería la superficie máxima, escribamos la expresión de esa área y 
efectuemos las correspondientes derivadas: 
 

lxxxlxyxxS +−=−== 2).(.)(  
 

2)("
2)('
−=

+−=
xS

lxxS
 

 
por consiguiente, el valor de x que anule a la primera derivada corresponde a un 
máximo de la función área S(x): 
 

2
02)(' lxlxxS =⇒=+−= ,   

22
lllxly =−=−=  

y la superficie resultante es 
 

42
.

2
.

2lllyxS ===  

En definitiva: 
 
 
El área máxima del corte se obtiene cuando la sección se hace por la mitad de la 

arista. La sección en este caso es un cuadrado de lado 2
l  (l arista del tetraedro), y 

cuya área es 4
2lS = . 
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PROBLEMA 030 (060908) 

Se considera la ecuación diferencial 

y' = máx{x-2, y}  
 
a) Demostrar la existencia y unicidad de una función definida en R, de clase 
C1(R), que la satisfaga y verifique la condición y(0)=0 sin construirla 
explícitamente.  
 
b) Hallar la expresión de dicha función solución comprobando que es de clase 
C1(R).  

 
SOLUCIÓN: 

{ }




−≤−
−>

=−=
2,2

2,
,2),(

xysix
xysiy

yxmáxyxf  

 
a) Existencia y unicidad: 

 
 
 
 
Continuidad de f(x,y): 
 
si continuayxfyyxfxy ),(),(2 ⇒=⇒−>  

si continuayxfxyxfxy ),(2),(2 ⇒−=⇒−≤  

luego, ),( yxf  es continua en todo el plano. 
 
Carácter lipschitziano de ),( yxf : 
 
 
si 21212211 ),(),(),(,),(2 yyyxfyxfyyxfyyxfxy −=−⇒==⇒−>  

si 0),(),(2),(,2),(2 2121 =−⇒−=−=⇒−< yxfyxfxyxfxyxfxy  

si =−⇒−=−==⇒−= ),(),(2),(,2),(2 21211 yxfyxfxyxfxyyxfxy  
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                          122121 .)2()2( yyyyyxxy −=−<−−=−−=  

 
Luego, 2121 .),(),(,1 yyNyxfyxfN −≤−≥∀  

 
 
Por tanto, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones 

diferenciales de primer orden: ),('/ yxfyy =∃&  

 

Puesto que ),(' yxfy =  y f(x,y) es continua, será también 1Cy∈  
 
 
 
b) Cálculo de la expresión de y=f(x): 
 
 

{ }




−≤−
−>

=−=
2,2

2,
,2),(

xysix
xysiy

yxmáxyxf  

 
 
 
Si xecyyyxy 11'2 =⇒=⇒−> , y como ha de ser :0)0( =y  

                                         0000)0( 11
0

1 =⇒=⇒=⇒= ycecy  

Si 2
2

2 2
2
12'2 cxxyxyxy +−=⇒−=⇒−≤ , y como ha de ser y=0 en el punto de 

corte con la recta y=x-2, es decir, como ha de pasar por el punto (2,0) para que la 
gráfica sea continua: 
 

Si x=2 es y = 0 20202.22
2
1)2( 222

2 =⇒=+−⇒=+−=⇒ cccy , lo que quiere 

decir que ha de ser ( )22
2 2

2
122

2
1

−=+−= xxxy  

 

Por otra parte, ( )2
2 2

2
1

−= xy  vuelve a cortar a la recta y= x-2 en x=4, por lo que 

también debe pasar por el punto (4,2). Es decir, para que siga siendo continua en ese 
punto, la función xecy .33 =  ha de pasar por (4,2): 

 
4

3
4

3 .22.)4( −=⇒== ececy  o sea, 4
3 .2 −= xey  

 
 
 
En resumen, la función  sería la siguiente: 
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gráficamente: 
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PROBLEMA 029 (090808) 
 

Sea ( )TX ,  un espacio topológico, y RXxRf →2:  una aplicación continua (R y R2 con 
la topología usual). Sea p un punto de X, y M el conjunto de R2 dado por 
 

{ }0,10,),( 2 =≤≤∈= yxRyxM  
 

a) Si { }( )xMpf∉0 , estudiar si existe un entorno U de M en R2 tal 

que { }( )xUpf∉0 . 

b) Demostrar que el conjunto de puntos Xp∈  tal que para todo Mq∈  es 

0),( ≠qpf ,  es abierto en X. 
 

 
SOLUCIÓN: 
 

a) Las hipótesis son: 
 

continuaRXxRf →2:  

Xp∈  

{ } )(0 xMpf∉  
 
De estas hipótesis se deduce: 
 

{ } 0),()(),(, ≠=⇒∈∈∀ xqpfxMpfqpfMq  
 

⇒⇒∋ − 21 ))((/)( XxRdeabiertoesxEfRenxdeabiertoentornoxEcontinuaf  
 

quetalesmenterespectivaRyXenqypdeabiertosentornospEqE 2)(),(∃⇒  
 
{ } ))(()()()( 1 xEfqxEpEqxEp −⊆⊆  
 
entonces: 
 

 
                  )(qEU

Mq
∪
∈

=  es un entorno de M que cumple la condición exigida. 
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b) M cerrado y acotado en R2 ⇒M compacto en R2. 
  

 
Sea { }0),(,/ ≠∈∀∈= qpfMqXpP  
 

{ }( )0),(, 1 −∈∈∀ − RfqpMq . Entonces: 
 

quetalesqdeypdeabiertosentornosqEpEMq q )(),(, ∃∈∀  
 

{ })0()()( 1 −⊆ − RfqxEpE q  
 
y es { }MqqE ∈/)(  un recubrimiento abierto de M, del cual por ser M  compacto, existe 
un recubrimiento abierto finito: 
 

{ })(),...,( 1 nqEqE  

 
y sean )( pE iq  los entornos de p abiertos tales que: 
 

{ })0()()( 1 −⊆ − RfqxEpE i
qi  

 
llamando: 

)(1

1
pEE q

qi =
∩=  

 
siendo, pues, E un entorno abierto de p tal que: 
 

{ }
PE

RfExM
⊂

−⊆ − )0(1

 

 
es decir,  
 

{ } abiertoesqpfXpP
PEquetalpdeabiertoentornoEPp

0),(/
,

≠∈=⇒
⇒⊂∃∈∀
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PROBLEMA 028 (120708) 
 

Dada la función 21
)(

x
Kxf
+

=  definida en ),,( +∞−∞  se pide: 

 
c) Determinar K para que f(x) sea una función de densidad. 
d) Hallar la función de distribución. 
e) Calcular la probabilidad )22( +≤≤− Xp . 

 

 
SOLUCIÓN: 
 

a)   
π

πππ 1.
22

.
1

1).( 2 =⇒=













−−==

+
⇒= ∞+

∞−

+∞

∞−
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∞−
∫∫ kkkarctgxk

x
dxkdxxf  

 
 
 

b) 
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+
=⇒= ∫∫

∞−∞− 2
1

1
1)()()( 2

π
ππ

arctgx
x

dxxFdxxfxF
xx

 

 
 
 
c)   

( )

( ))2()2(1
2

)2(1
2

)2(1)2()2(22

−−=
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arctgarctg
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π

π
π

π
π
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PROBLEMA 027 (140608) 
 
Sea f la función de variable compleja: 

( )22

2

1
)(

z
zzf
+

=  

y C(0,2) la circunferencia de centro 0 y radio 2. 
 

a) Obtener una expresión del desarrollo de Laurent de f(z) válido en: 
                a1) El conjunto de los complejos z con .1<z  

                a2) Idem con .1>z  

 

b) Hallar: ∫
C

dzzf ).(  

c) Si g(x) es la función dada por 22

2

)1(
)(

x
xxg
+

= , determinar: ( )∫
+∞

+0
22

2

.
1

dx
x

x
 

              Razonando previamente la convergencia. 

 
 
 
SOLUCIÓN: 

 
a)       ( ) 222 1.)( −

+= zzzf  
 
            a1)  

∑ ∑∑∑
≥ ≥

++++

≥≥

−=+−=






−
=







−
=

0 0

22222)1(2

0

2

0

2 ..)1().1.()1(
22

.)(
n n

nnnnn

n

n

n

znznz
n

z
n

zzf   

 
convergencia: 
 

1lim.1lim.1lim.1lim.1lim 2

12

<=
∞→

=
∞→

+

∞→
=

+

∞→
=

+

∞→

+

z
n

zz
n

n
n

n
z

n
n

n
z

z
n

n

n
n

n

 

 
y para z=1 diverge. 
 

∑
≥

+−=
0

22 ..)1()(
n

nn znzf  es válido en 1<z  

 

            a2) haciendo wz 1=  en a1): 
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∑
≥

+−=
1

2
1 1..)1()(

n
n

n

w
nwf    válido en 111 >⇒<− wenválidow  

 

∑
≥

+−=
0

2
2 1..)1()(

n
n

n

z
nzf  es válido en 1>z  

 
 
b) Polos:  izz ±==+ ,01 2  (dobles), quedan dentro de C(0,2). 
    Residuos: 

                

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

iz

i
iz

z
dz
d

iz
zfiz

dz
dia

i
iz

z
dz
d

iz
zfiz

dz
d

iz
ia

−→

=
−

−→
=







 +

−
=−

−=
+

→
=







 −

−
→

=

−

−

4
1lim)(

!12
1lim)(

4
1lim)(

!12
1lim)(

2

2
2

2

2

2
2

1

 

 
    por tanto: 
 

( )∫ ==−+= −−
C

iiaiaidzzf 00.2)()(2).( 21 ππ  

0).( =∫
C

dzzf  

 
 
 

c) ( )∫
∞

+0
22

2

1
dx

x
x

 es integral impropia de 1ª especie 

 

    ∫
∞

0
2 .1 dx

x
   es integral impropia de 1ª especie convergente. Comparando por paso al 

límite, se tiene: 
 

1
)1(

lim1
)1(lim 22

4

2

22
2

=
+

∞→
=+

∞→
x

x

xx

x
x

x
, luego la integral dada es convergente en C. 
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Para integrarla en el camino cerrado Γ  de la figura, constituido por el tramo rectilineo 
sobre el ejeo x comprendido entre –R y +R, y el tramo curvo (semicircun- 

 

ferencia) que hemos denominado 'Γ . 
 
Puesto que el único polo interior al 
recinto Γ es z=+i se tiene que la 
integral compleja viene dada por 
 

∫
Γ

=−=
2

)
4
1(2).( ππ iidzzf  

 
por tanto, desglosando esta integral 
en los dos tramos del camino, que 
hemos llamado 'Γ  y [-R,+R], se 
tiene que: 

 

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫∫∫

ΓΓ

Γ Γ− ΓΓ−Γ

−=
+

⇒−=⇒

⇒−=−=⇒+=

'0 ' 0
22

2

' ''

).(
2
1

4
.

)1(
).(

2
1

4
).(

).(
2

).().().().().().(

dzzfdx
x

xdzzfdxxf

dzzfdzzfdzzfdxxfdzzfdxxfdzzf

R R

R

R

R

R

ππ

π

 

 
tomando límites para ∞→R : 
 

( ) ( )∫ ∫∫
∞

Γ

=−=
+

∞→
−=

+∞→
=

+0 '
22

2

0
22

2

22

2

4
0

4
.

)1(
lim

2
1

4
.

1
lim.

1
πππ dz

z
z

R
dx

x
x

R
dx

x
x R
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PROBLEMA 026 (170508) 
 
Hallar la ecuación de una cuádrica con centro en O(1,-2,-1) sabiendo que 
 

a) Tiene un cono asintótico  043 222 =−++≡ xzzyxY . 
b) Los puntos M(1,1,0) y N(0,3,1) son conjugados respecto de ella. 

 
 
 
SOLUCIÓN: 
 
La ecuación de una cuádrica es 
 

0222222 00030201231312
2

33
2

22
2

11 =+++++++++ azayaxayzaxzaxyazayaxa  

 
La ecuación del cono asintótico: 
 

0222 231312
2

33
2

22
2

11 =+++++ yzaxzaxyazayaxa  

 
La ecuación de los centros ( γβα ,, ): 

0
0
0

33231303

32221202

31211101

=+++
=+++
=+++

γβα
γβα
γβα

aaaa
aaaa
aaaa

 

 
La ecuación de conjugación de dos puntos M(m1, m2, m3) y N(n1, n2, n3): 
 

( ) 0

1

1

3

2

1

33231303

23221202

13121101

03020100

321 =





































n
n
n

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

mmm  

 
En el caso del enunciado: 
 

- de ser 043 222 =−++ xzzyx  el cono asintótico, se tiene: 
 

0,0,2,3,1,1 231213332211 ==−==== aaaaaa  

 
- de ser )1,2,1(),,( −−=γβα  un centro: 
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=−−+
=−−+
=−−+

02
02
02

33231303

32221202

31211100

aaaa
aaaa
aaaa

 

 
           de donde se obtiene al sustituir: 
 

5
2
3

05
02
03

030.2)2(
001.20
0)2(0.21

03

02

01

03

02

01

03

02

01

=
=

−=
⇒









=−
=−
=+

⇒








=−−−+
=−−+
=−−−+

a
a
a

a
a
a

a
a
a

 

 
- de ser conjugados los puntos M(1,1,0) y N(0,3,1), se tiene: 
 

( ) 0

1
3
0
1

3025
0102
2013

523

0111

00

=





































−

−−
−a

 

                O bien: 

( ) ( )

11011

0

1
3
0
1

332,10

1
3
0
1

25,12,13,23

0000

0000

−=⇒=+⇒

⇒=



















−−⇒=



















−++−+−

aa

aa
 

 
en definitiva, la ecuación de la cuádrica es: 
 
 

 
011104643 222 =−++−−++ zyxxzzyx  
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PROBLEMA 025 (190408) 
 
Sea V es espacio vectorial de las funciones continuas en [ ]ππ ,−  y T el endomorfismo 
de V dado por 
 

( )∫
−

∈−+=
π

π

VtfdttftxxfT )(,).(.)cos(1))((  

Se pide: 
c) Probar que T(V) es de dimensión finita y hallar una base. 
d) Determinar Ker(T). 
e) Hallar los valores propios y los vectores propios de T. 

 
 
 
 
SOLUCIÓN: 
 

a) siendo ,.cos.cos)cos( sentsenxtxtx +=−  se tiene que 

( ) ∫∫∫∫
−−−−

++=−+=
π

π

π

π

π

π

π

π

dttfsentsenxdttftxdttfdttftxxfT ).(..).(.cos.cos).().(.)cos(1))((

O sea: 
senxxfTVf .cos.1.)(, 321 ϕϕϕ ++=∈∀  

y las funciones { }senxx,cos,1  pertenecen al espacio T(V) pues son, 

respectivamente las imágenes de las funciones continuas en [ ]ππ ,− , 

sentt,cos,
2
1
π

, ya que: 

senxsentT
xtT

T

=
=

=







)(
cos)(cos

1
2
1
π

 

por tanto: 
 

Dim T(V)=3 
 

{ }senxxB ,cos,1=  es base de T(V) 
 
 

 
 

 
b) Determinación de Ker(f): 

 
{ }0)(/)( =∈= fTVfTKer , o sea: 
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( ) ,0).(.,0).(.cos,0).(0).(.)cos(1))(( ∫∫∫∫
−−−−

===⇒=−+=
π

π

π

π

π

π

π

π

dttfsentdttftdttfdttftxxfT

 
y puesto que los coeficientes de Fourier de una función f(t) en el intervalo 
[ ]ππ ,−  son de la forma: 

∫∫
−−

==
π

π

π

π

dtsennttfbydtnttfa nn .).(.cos).(  

se tiene que las funciones de Ker(T) son aquellas que tienen nulos los 
coeficientes a0, a1 y b1 en el desarrollo de Fourier en [ ]ππ ,− : 
 

 

Ker(T)= ( )








+=∈ ∑
∞

≥2
.cos.)(/)(

n
nn senntbntatfVtf  

 
 
 

c) Valores propios y vectores propios: 
 

senxsenxdttsenxtTxxdttxtTdtxT ...))((cos,cos.cos..cos))((cos,2))(1( 22 πππ
π

π

π

π

π

π

=







==








=== ∫∫∫

−−−

 
 
 

 
Autovalores:   πππ ,,2  
 
Autovectores: 1, cost, sent 
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PROBLEMA 024 (220308) 
 
Se considera la función f  definida en los intervalos (0,1) y (1,+00) por 
 

1
.)( 2 −

=
x

Lxxxf  

 
Se pide: 
 

a) Demostrar que eligiendo convenientemente f(o) y f(1) la función f es continua y 
derivable para .0≥x  

b) Estudiar la variación de la función y construir su gráfica. 
 
 

 
 
SOLUCIÓN: 
 

a) Continuidad y derivabilidad: 
 

- continuidad: 

0
1

0
lim11

1

0
lim

1
.

0
lim 2

2
2 =

+
→

=
+

→
=

−
→ +++ x

x

xx

x

x
x

Lxx

x
 

 
para que sea continua en x=0, ha de ser  f(0)=0. 

2
1

1
1

lim
1

.

1
lim

1
.

1
lim 222 =

+
→

=
−

→
=

−
→ −+ x

x

x
x

Lxx

x
x

Lxx

x
 

 
para que sea continua en x=1 ha de ser f(1)=1/2.  
 

- derivabilidad: 
 

22

22

22

2

)1(
).1()1(

)1(
)(2)1)(1()('

−
+−−

=
−

−−+
=

x
Lxxx

x
xLxxxLxxf  

 
f’(x) existe ),1()1,0( +∞∪∈∀x  
 

en x=0: ∞=
→

)('
0

lim xf
x
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en x=1: 0)('
1

lim)('
1

lim =
→

=
→ −+

xf
x

xf
x

 

 
Luego, f’(x) existe .0≥∀x  
 

 
f(x) es continua y derivable en x, 0≥∀x  si  f(0)=0. y f(1)=1/2. 

 
 
 
 

b) La gráfica: 

0
1

0
lim)(

0
lim 2 =

+
→

=
→

x
x

x
xf

x
,        0

1
lim)(lim 2 =

+
∞→

=
+∞→

x
x

x
xf

x
 

 
De ser: 
 

22

22

)1(
).1()1()('

−
+−−

=
x

Lxxxxf    se tiene que 

 
  
para crecientexfxfx )(0)('),1,0( →>∈  
 
Para edecrecientxfxfx )(0)('),,1( →<∞∈  
 

Tiene un máximo en x=1: 2
1)1( =f  
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PROBLEMA 023 (230208) 
 
Se supone en R2 un sistema de referencia ortogonal OXY. Hallar la ecuación de la 
envolvente de los ejes radicales de dos circunferencias C y C’, donde la circunferencia 
C es fija y tiene su centro en el eje OY, y la circunferencia C’ es variable con centro en 
OX y tangente a la parábola y2 = 2x. 
 
 
SOLUCIÓN: 
 
Circunferencia C (fija): 
 
                      Centro (0, c), radio r;  c,r constantes 
 
                      Ecuación: 02;0)()0( 2222222 =−+−+=−−+− rccyyxrcyx  
 
Circunferencia C’ (variable, se trata del haz )(λC ): 
 
                      Centro (λ, 0), radio r;  λ,r variables relacionadas entre sí por f(λ)=r. 
 
                      Ecuación: 0)(2;0)()0()( 2222222 =−+−+=−−+− λλλλλ fxyxfyx  
 
Determinación de la función )(λfr = : 
 
                       - pendiente de la normal a y2 = 2x en un punto genérico (x0,y0): 
 
                       - expresión de la pendiente en función de los puntos (x0,y0) y (λ, 0): 
 

- expresión de λ en función de (x0,y0): 1 = -x0 + λ 
 
- cálculo de )(λfr = : 

                

[ ] 121221)(),(),0,( 0
2

0
2

000
22 −=→−=+=+−== λλλλ rxyxyxdr  

 
Ecuación del haz de circunferencias )(λC : 
 

0122 222 =+−+−+ λλλxyx  
 
Ecuación paramétrica del haz de ejes radicales: 
 

01222tan
0122

02 222
222

2222

=−−−++−→−




=+−+−+
=−+−+

λλλ
λλλ

rccyxdores
yyx

rccyyx
 

 
Derivando con respecto a :λ  
 

0)1(22 =−− λx  
de donde resulta: 
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1+= xλ  

 
Envolvente: 
 

02)1(2 222 =−+−−+ rcxcyxx  
 
o sea:                                  022 222 =−+−+ rccyxx  
 

 

c
rcx

c
x

c
y

2
1

2
1 22

2 −
++=  
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PROBLEMA 022 (260108) 
 
Sea la superficie S definida por 

)()('.
3
4)(.2 3

tftfzy

ttfzx

−=

−=
 

a) Comprobar que se trata de una superficie reglada. 
b) Hallar f(t) para que S sea desarrollable. 
c) Pongamos en S que f(t)=t. Encontrar en un punto genérico el radio de 

curvatura y el plano osculador de la curvatura contenida en S y definida por la 
ecuación 0.).6( =+− dztdttz , pasando por A(t,z)=(1,3). 

 
 
SOLUCIÓN: 
 

a) Será preciso comprobar que la ecuación vectorial de S es de la forma 

parámetrosuuuruuvuuX 2121121 ,);(.)(),( rrr
+=  

donde son: 

generatrizcurvaur
directrizcurvauv

:)(
:)(

2

2
r

r

 

haciendo z=u1, t=u2: 
 

( ) ( )

( )1),('),(20),(,
3
4

,,,)()('
3
4)(2

)()('.
3
4)(.2

2212
3
2

21

1

221

3
221

3

ufufuufu

zyxuuX
uz

ufufuy

uufux

tftfzy

ttfzx

+





 −−=

==⇒











=
−=

−=

⇒






−=

−= r

 

y se tienen: 

curva directriz: 





 −−= 0),(,

3
4)( 2

3
22 ufuuvr  

curva generatriz: ( )1),('),(2)( 222 ufufur =
r

 
por tanto: 
 

S es superficie reglada 
 
b) Para que S sea desarrollable, el plano tangente ha de ser el mismo en todo 

punto de una misma generatriz. Como cada generatriz solo depende de u2 (su 

ecuación es )( 2urr ), se tiene que el plano tangente sólo ha de depender de u2. 
La condición a seguir es que no dependa de u1 la ecuación del plano 

( ) ( ) 0. 21 =∧− XXax
rrrr

, siendo a un punto fijo de la superficie S y x un punto 
genérico del plano. 
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Si es 
2

2
1

1 ,
u
XX

u
XX

∂
∂

=
∂
∂

=
r

r
r

r
: 

 

( ) )(')()(')()('.)(')( 22122212221 ururuuvururuuvurXX rrrrrrrrr
∧+∧=+∧=∧  

 
Los vectores ',, rvr rrr

 han de ser coplanarios, lo cual ocurre en los tres casos 
siguientes: 
 
1) 0' =∧rv rr

, por lo que ( ) 0)(').(.2)('.4,4),('' 222
2
222 =+−−=∧ ufufufuuufrv rr

 

       pero al ser 0.4 2
2 ≠u , este caso no es posible en nuestro problema. 

2) ,0=∧ rr rr
 de donde ( ) ⇒=− 0)(").(.2)('2),('2),(" 222

2
22 ufufufufuf  

     .),tan()( 2 arbitrteconscuf =⇒  y por ser ( ) 00),("),('2' 22 == ufufrr , la 

     superficie en este caso es una cónica  ( )0'=rr . 

3) rrrv rrrr
∧∧ '' lo que implica que rrrv rrrr

∧∧ ''  y ''.rv rr
 coplanarios '' rv rr

⇒  

    al ser '' rv rr
 sus componentes son proporcionales: 

'

22
2

2
2
22

2
2
2

2

)('
1

)('
)("

.2
1

)('
)("

.4
)('2









−==⇒=

ufuf
uf

uuf
uf

u
uf

 

)tan:(
.2
1

)('
1

.2
1

)('
1

22
2
2

'

2

arbitrariateconscc
uufuuf

+=⇒=







−  

 

      Si 0=c :   ).:()( 2
22 arbitrariacteKKuuf +=  

      Si 0≠c :    bucL
cc

uuf
uccc

uf ++−=⇒
+

−= 22
2

2
2

2 ..21.
2
1)(

..21
1.11)('   

(c,b, constantes arbitrarias) 
     
  y en este caso son 0'≠rr  y 0'≠vr , tratándose, por consiguiente, de un 
desarrollable tangencial. 
 

 
Si ctetf =)( : Superficie cónica. 
 

Si :)( 2 ctettf +=  Superficie desarrollable 
tangencial 

Si :21.
2
1)( 2 bctL
cc

ttf ++−=  Superficie 

desarrollable tangencial  (c, b, arbitrarias) 
 

 
 
 

c) ( ) ctzttztddztdttz =−⇒=−⇔=+− 22 30)3(0..6  
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por pasar por el punto (t,z)=(1,3), se verifica que:  3 - 3 = 0 = c, y la curva es, por 
consiguiente: .303 2 tztzt =⇒=−   Como está contenida en la superficie se cumple: 
 







−=

−=⇒






−=

−=

tzy

tztx

tftfzy

ttfzx 33 .
3
42

)()('.

.
3
4)(.2

                                ( )ttf =)(  

 
sus ecuaciones paramétricas serán: 
 











=
=

−=

tz
ty

ttx

3
2

3
46 32

 

es decir, vectorialmente: 
 







 +−= ttttx 3,2,6

3
4 23r

 

y sus derivadas primeras: 
( )
( )0,0,128"

3,2,124' 2

+−=
+−=

tx
ttx

r

r

 

hacemos el producto vectorial: 
 

( )2416,3624,0
00128
32124"' 2

321

−+−=
+−
+−=∧ tt

t
tt

uuu
xx rr

 

 
producto interno de 'xr por sí mismo: 
 

( ) ( ) 1312494124''. 2222 ++−=+++−= ttttxx rr
 

 
curvatura: 

( )( )
( ) [ ]322

22

3
2

13)124(
)2416()3624(

''.
"'"'

++−

−++−
=

∧∧
=

tt
tt

xx
xxxxk rr

rrrr

 

Radio de curvatura: 
 

( )
12961728576

1314496161
2

3234

+−
++−

==
tt

ttt
k

R  

 
Vector binormal: 

( ))2416,3624,0.
12961728576

1
"'
"'

2
−+−

+−
=

∧
∧

= tt
ttxx

xxb rr

rrr
 

 



Matemática, Física, Astronomía, casanchi.com                                                      2008 

un vector en la dirección del vector binormal es, por ejemplo, para t=2: 
 

( )2,3,0.
13
1)2( −=b

r
 

 

por ser en el plano oscilador 0)2().( =− bXx
rrr

, la ecuación de este plano será: 
 

( ) 02,3,0.
13
1.3,24,6

3
4 23 =−






 −−−+ tztttx  

 
o sea:     06263 =−++− tzty . En definitiva:   023 =+− zy  
 
 
 


